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: چون   يتابع) يا مختلط  (يقيك دنباله از توابع حق    ي : دنباله توابع  ( )f E× ⇒` \ } بـه صـورت      ن دنبالـه را معمـولا     ي ـا.  است ^ }( )n n
f x ∞

=1 
 .مي دهينشان م
)تابع : مثال )         [ , ]; , ,...n

nf x x x n= ∈ =0 1 1 ] بازه ي رويقيك دنباله از توابع حقي  2 , ]0  . است1
, , ,...x x x2 3 

 
x هر ياگر برا: همگرايي نقطه به نقطه E∈ حد lim ( )nn

f x
→∞

) وجود داشته باشد ،  ) lim ( )nn
f x f x

→∞
} را حد دنباله = }( )nf xي م 

}م و ينام }( )nf x را به ( )f xم ي دهيش مير نمايم و با نماد زيي نقطه به نقطه گوي همگرا
.

( ) ( )
p w

n E
f x f x→. 

  يبعبارت
, ,,       ( ) ( )x x nx E N n N f x f xε εε ε∈ ∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <0 

 
} از توابع يند دنباله ايگو : كنواختي ييهمگرا }( )nf x بر Eچون ي به تابع ( )f xكنواخت است هرگاه ي ي همگرا 

( )      ( ) ( )     nN n N f x f x x Eε εε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − < ∀ ∈0 

)كنواخت را با نمادي ييهمگرا ) ( )
U

n E
f x f x→مي دهيش مي نما. 

 
 شرط كشي

}دنباله توابع  : 1قضيه  }( )nf x بر E كنواخت همگراست اگر و فقط اگري به طور 
    ,  ,   | ( ) ( ) |n mN n m N x E f x f xε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ∈ ⇒ − <0 

 :برهان
| ( ) ( ) | /

      
| ( ) (

)
|

(
) /

U
n

n E
m

n N f x f x
f f N

m N f x f x
ε

ε
ε

ε
ε

ε
∀ ≥ ⇒ − <⎧

→ ⇒∀ > ∃ ⇒⎨∀ − <⎩
⇒

≥ ⇒
20 2  

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | / /n m n m n mf x f x f x f x f x f x f x f x f x ε ε ε− = − ± ≤ − + − < + =2 2  
    ,   | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |    ( )( ) n m n n kN n m N f x f x f x f x kε ε ε+∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <⇐ ⇒ − < ∀ ∈0 `  

lim | ( ) ( ) |n n kk
f x f x ε+→∞

⇒ − <  

)ون چ )if x چون ي تام است، لذا به تابع\ است و كشي) ^ا ي (\ در ( )f xهمگرا است . 

| ( ) ( ) | ( ) ( )
U

n n E
f x f x f x f xε⇒ − < ⇒ →   

 

ــ : 2قـــضيه  م يفـــرض كنـ
.

( ) ( )
p w

n E
f x f x→ و sup | ( ) ( ) |n n

x E
M f x f x

∈
= ــ در ا− )ن صـــورت يـ ) ( )

U

nf x f x→ اگـــر و فقـــط اگـــر 
lim nn

M
→∞

=0. 
  :برهان

( ) ( )       | ( ) ( ) |   (( ) )
U

n nf x f x N n N f x f x x Eε ε→ ⇒∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − < ∀ ∈⇒ 0  
| يك كران بالا براي εچون  ( ) ( ) |nf x f x−است پس : 

sup | ( ) ( ) | limn n nnx E
f x f x M Mε ε

→∞∈
− < ⇒ < ⇒ =0 

lim      (  sup | ( ) ( ) |) n nn
M N n N f x f xε ε

→∞
= ⇒∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ −⇐ <0 0  

| ( ) ( ) |    ( ) ( ) ( )
U

n nf x f x x E f x f xε⇒ − < ∀ ∈ ⇒ →    
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  وايرشتراس-Mآزمون 
}م يفرض كن : 3 قضيه }( )nf xف شده بر ي از توابع تعري دنباله اE م  يريگ.  باشد| ( ) |      , ,...n nf x M n< = 1 ن صورت اگر يا در 2

n
n

M
∞

=
∑

1
) همگرا باشد ، آنگاه  )n

n
f x

∞

=
∑

1
 .كنواخت استي ي همگرا

  : برهان

( ) ( )
n

n i
i

S x f x
=

= ∑
1

 

| ( ) ( ) | | ( ) ... ( ) | ...
n

n m m n m n i
i m

n m S x S x f x f x M M M+ +
= +

> ⇒ − = + + ≤ + + = ∑1 1
1

 

n يچون سر
n

M
∞

=
∑

1
 ز هست لذاي نكشي همگراست ، پس 

      | |   | ( ) ( ) |   ( )
n

i n m
i m

n n m n M S x S x x Eε ε ε
= +

∀ > ∃ ∀ > ≥ ⇒ < ⇒ − < ∀ ∈∑0 0
1

0  

} يين دنباله مجموع جزيبنابرا }( )nS xكنواخت استي ي همگرا.   
 

) ي متريك فضايم در   يفرض كن  : 4قضيه   ) ( )
U

n E
f x f x→ و x يك نقطه حدي Eم يفـرض كن ـ .  باشدlim ( )n nt x

f t A
→

ن صـورت  ي ـ در ا=
} يدنباله عدد }nA همگراست و lim ( ) lim nt x n

f t A
→ →∞

limم ي داري بعبارت يا= lim ( ) lim lim ( )n nt x n n t x
f t f t

→ →∞ →∞ →
=. 

εاگر : برهان   داده شده باشد ،0<

( ) ( )       , | ( ) ( ) | | |
U t x

n n m n mf x f x n n m n f t f t A Aε ε ε
→

→ ⇒∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − < ⇒ − <0 00  
}پس دنباله  }nA چون ي است لذا به نقطه اكشي Aهمگراست . 

)1( | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | |n n n nf t A f t f t f t A A A− ≤ − + − + −  
|   : كنواختي ييبنابر همگرا ( ) ( ) |nn n n f t f t ε∃ ∀ ≥ ⇒ − <1 1 

) ف حد يبنابر تعر )nf t :   | |   | ( ) |n nt x f t Aδ δ ε∃ > − < ⇒ − <0 
} ييبنا بر همگرا }nA :   | |nn n n A A ε∃ ∀ ≥ ⇒ − <2 2 
}max اگر مي دار)1 (با توجه به , }N n n= 1 |م ي دار2 ( ) |f t A ε− < limن ي بنابرا  3 ( ) lim nt x n

f t A
→ →∞

=.    
 

}هرگاه  : نتيجه }( )nf xوسته در ي از توابع پي دنباله اx0 باشد و ( ) ( )
U

nf x f x→ آنگاه ، ( )f xز در ي نx0وسته استي پ. 
limم يه قبل داريطبق قض : برهان lim ( ) lim lim ( )n nt x n n t x

f t f t
→ →∞ →∞ →

  لذا=
lim ( ) lim lim ( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )n n nt x t x n n t x n

f t f t f t f x f x
→ → →∞ →∞ → →∞

= = = =0 00 0 0
   

 
  فشرده باشد و Kم يفرض كن : 5 قضيه

}) آ  }( )nf xوسته بر ي از توابع پي دنباله اKباشد ؛  
}) ب  }( )nf xچون يوسته اي پي به تابع ( )f xنقطه به نقطه باشد؛ي همگرا  
x هر يبه ازا) پ  K∈ ؛ ( ) ( )    , ,...n nf x f x n+≥ =1 1 2 

)ن صورت يدر ا ) ( )
U

n K
f x f x→. 

): م ي كنيف ميتعر: برهان ) ( ) ( )n ng x f x f x= )م يست ثابت كنيو كاف− )
U

n K
g x   يعني 0→
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     ( )    ( )nN n N g x x Kε ε∀ > ∃ ≥ ⇒ ≤ < ∀ ∈0 0  

وسته اند و چون يز پي ها نngن يوسته اند بنابراي پf ها و nfچون 
pw

nf f→ لذا 
pw

ng →0. 
εم يفرض كن  :مي كنيف ميتعر.  داده شده باشد0<

{ | , ( ) }n nK x x K g x ε= ∈ ≥  
  ياز طرف. )ني رود35-2ه يبنا بر قض(جه فشرده است يو در تن بسته nK) ني رود8-4ه يجه قضيبنا به نت(وسته است لذا ي پng كه يياز آنجا

( ) ( )n n n n n nx K g x g x x K K Kε ε+ + +∈ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ∈ ⇒ ⊂0 1 1 0 0 0 1  
( )   ( )n n n n nx K g x n n n g x x K x Kε ∞

=∈ ⇒ → ⇒ ∃ ∀ ≥ ⇒ < ⇒ ∉ ⇒ ∉0 0 1 1 0 0 0 10 ∩  

n nK∞
=⇒ =∅1∩  

NK وجود دارد كه     ي Nياز طرف  = ز نـا  ي ـ اشتراك آنها ن   يستين با ي رود 36-2ه  ي نگردد ، طبق قض    ي ته NK ي Nچ  ي ه ي چون اگر به ازا    ∅
 .ستين نينن جا چي باشد كه در ايته

( )
U

N n n K
K n N g x gε= ∅⇒∀ ≥ ⇒ ≤ < ⇒ →0 0    

 
) باشد ،    ي متر يك فضا ي Xهرگاه   : ممينرم سوپر  )XC     وسته كراندار با قلمرو     ي مجموعه تمام توابع مختلط پX  مم ينرم سـوپر  .  خواهد بود

||:مي كنيف مينگونه تعريرا ا || sup | ( ) |
x X

f f x
∈

= 
 

)مم يمتر نرم سوپر : 6 قضيه )XC كندي تام بدل مي متريك فضاي را به . 
}اگر  : برهان }nf در كشيك دنباله ي ( )XC باشد : 

     ,  || ( ) ( ) || ( )   ( ) ( )U
n m n XN n m N f x f x f x f x f xε ε∀ > ∃ ≥ ⇒ − < ⇒ ∃ ⎯⎯→0  

)وسته و كراندار است لذا ي پf شود كه يجه ميكنواخت تني يياز همگرا )f X∈C پس ( )XCتام است .    
 

] بر   αم  يفرض كن  : 7 قضيه , ]a b باشـد و  ي صـعود ( ; , )nf R a bα∈ و [ , ]( ) ( )U
n a bf x f x⎯⎯⎯→ن صـورت  ي ـ در ا( ; , )f R a bα∈ و 

lim
b b

na an
fd f dα α

→∞
=∫ ∫. 

  :برهان

( ) ( )

sup | ( ) ( ) |  n n n n n n
a x b

b b b b

n n n na a a a

f x f x f f f

f d fd fd f d

ε ε ε

ε α α α ε α

≤ ≤
−

−

= − ⇒ − ≤ ≤ +

⇒ − ≤ ≤ ≤ +∫ ∫ ∫ ∫
 

( )( ) ( ) ( ; , )
nb b b b

na a a a
fd fd b a fd fd f R a b

ε

α α ε α α α α α
→− −

− −
⇒ ≤ ≤ ≤ − ⇒ = ⇒ ∈∫ ∫ ∫ ∫

0
0 2  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nf f b a f d f d b aε ε ε α α α α ε α α− ≤ − ≤ ⇒ − − ≤ − ≤ −∫ ∫  

( )( ) ( ) lim
n

n n nn
f d f d b a f d f d

ε

α α ε α α α α
→

→∞
⇒ − ≤ − ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫

0
     

 

)هرگاه  : نتيجه ; , )nf R a bα∈ و ( ) ( )n
n

f x f x
∞

=

= ∑
1

bكنواخت همگرا باشد آنگاه ي به طور ي و سر b

na a
n

fd f dα α
∞

=

=∑∫ ∫
1

. 
 

}م  يفرض كن  : 8 قضيه ( )}nf x   از توابع بر     ي چنان دنباله ا [ , ]a b    چـون    ي نقطـه ا   ي انـد و بـه ازا      رين بازه مشتق پذ   ي باشد كه در ا [ , ]x a b∈0  ، 
} يدنباله عدد  ( )}nf x0 هرگـاه   . همگراست{ ( )}nf x′    بـر [ , ]a b      كنواخـت همگـرا باشـد آنگـاه       ي بـه طـور { ( )}nf x    چـون    ي بـه تـابع ( )f x 

)كنواخت است و ي يهمگرا ) lim ( )nn
f x f x

→∞
′ ′=. 
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ε: برهان }م چون ي كنيار مي را اخت0< ( )}nf x0 همگراست : 

  ,  | ( ) ( ) |n mN n m N f x f x ε
∃ ∀ ≥ ⇒ − <0 0 2  

[ , ]   ,  | ( ) ( ) |
( )

U
n n ma bf g M n m M f u f u

b a
ε′ ′ ′⎯⎯⎯→ ⇒ ∃ ∀ ≥ ⇒ − <
−2  

 :مين داريانگيه مقدار ميبنابر قض

( )  | ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | | ( )
( )n m n m n mf x f x f t f t f u f u x t b a
b a
ε ε′ ′− − − ≤ − − ≤ − =
−2 2  

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )n m n m n m n mf x f x f x f x f x f x f x f x ε ε ε− ≤ − − − + − < + =0 0 0 0 2 2  

[ , ]     U
n a bf f f⇒∃ ⎯⎯⎯→  

 :مي كنيف مي ثابت تعرx ياكنون برا
( ) ( )( )    lim ( ) ( )n n

n n nt x

f t f xt t f x
t x

φ φ
→

− ′= ⇒ =
−

 

( ) ( )( )    lim ( ) ( )
t x

f t f xt t f x
t x

φ φ
→

− ′= ⇒ =
−

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

 ( ) ( )
                      

( )

n n m mn n m m
n m

n m

f t f x f t f xf t f x f t f xt t
t x t x t x

f u f u t x
t x b a

φ φ

ε

− − −− −
− = − =

− − −

′ ′− −
≤ <

− −2

 

Uن چون يبنابرا
nf f⎯⎯→ لذا U

n t xφ φ≠⎯⎯⎯→لذا  
lim lim ( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )n n nn t x t x n n

t t f x f xφ φ
→∞ → → →∞ →∞

′ ′= ⇒ =      

 
 .ستير نيچ نقطه مشتق پذي هست كه در هيقيوسته بر خط حقي و پيقي حقيتابع : 9قضيه 
 :مي كنيف مير تعري را به شكل زφتابع  : برهان

( ) | |          
( ) ( )
x x x
x x

φ
φ φ

= − ≤ ≤
+ =

1 1
2  

( ) ( )
n

n

n
f x xφ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
0

3 44  

 . است2 متناوب با دوره تناوب ي تابعφد كه تابع يتوجه كن

( ) ( ) ( )
n n

n
n n nf x x f x Mφ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ ≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
3 344 4  

چون
n

n
n

M
∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
1

3
)رشـتراس  ي وا-Mه ي همگراست ، بنا به قـض      4 )f x كنواخـت اسـت و چـون    ي ي همگـرا( )nf x وسـته انـد لـذا    ي هـا پ

( )f xم ي دهيحال نشان م. وسته استيز پي ن( )f xستير نيچ جا مشتق پذي در ه. 
 :م ي كنيف ميو تعر ميري گي را ثابت در نظر مm و xعدد 

m
mδ

−= ±
142 

)ني بيحيچ عدد صحيم كه هي كني انتخاب مي طورmδ يبرا را يامنفيعلامت مثبت  )m
mx δ+4و m x4ن كار ممكن است يا. ردي قرار نگ

|چون | /m
mδ =4 1  :مي كنيف ميتعر. 2
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( ( )) ( )n n
m

n
m

x xφ δ φγ
δ

+ −
=

4 4 

n كه يوقت m> پس حداقل n m= n و لذا عبارت 1+ n m
mδ

−= ±
14  جه ي زوج است و درنت42

( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n
m m

x k x x xφ φ φ φγ
δ δ

+ − −
= = =

4 2 4 4 4 0 

n ياما وقت m≤ |نكه ي با توجه به ا0≥ ( ) ( ) | | |s t s tφ φ− ≤  :مي دار−
| ( ) ( ) | | || |

| | | |

n n n n
n n nm m

n n
m m

x xφ δ φ δγ γ
δ δ

+ −
= ≤ = ⇒ − ≤ ≤

4 4 4 4 4 4 4  

 :مي داريز طرفا
( ) ( )( ) ( )

n n m nm m m
m n mm

m n n m n
n n n nm

f x f xg δδ γ γ γ γ
δ

∞ − −

= = = =

+ − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = + ≥ − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑
1 1

0 0 0 0

3 3 3 3 13 3 3 14 4 4 4 2
 

m يوقت mδم ي دار∞→ )اما 0→ )mg δ      .ستير ني مشتق پذf پس ∞→
 

 هر يم هرگاه براييوسته گوي همپEف شده اند ، بر ي تعرX ي متري در فضاE را كه بر fمانند  از توابع مختلط Fخانواده  : يوستگيهمپ
ε >0 ، δ   باشد كهي 0<

,  ,  ( , )   ,    |  ( ) ( ) |x y E d x y f F f x f yδ ε∈ < ∈ ⇒ − < 
 

 .وسته استيكنواخت پيوسته ، به طور يده همپك خانوايهر عضو  : نكته
 

}د يفرض كن: كراندار نقطه به نقطه }nfاز توابع باشد كه بر مجموعه ي دنباله ا Eم ييگو. ف شده اندي تعر{ }nf بر Eطه  نقطه به نق
}كراندار است هرگاه دنباله  }( )nf xهر ي برا xمثل ي متناهي تابعي بعبارت ، كراندار باشد φ باشد كه  

| ( ) | ( )    ( , , ,...)nf x x x E nφ< ∈ = 1 2 
 

}مييگو : كنواختيكراندار  }nf بر Eمانند يكنواخت كراندار است هرگاه عدديطور  ب Mكهي باشد بطور  
| ( ) |     ( , , ,...)nf x M x E n< ∈ = 1 2 

 
}هرگاه  : 10 قضيه }nf ر يك دنباله نقطه به نقطه كراندار از توابع مختلط بر مجموعه شمارشپذيE باشد ، آنگاه { }nfنند  ماير دنباله اي ز
{ }knfكه ي دارد بطور{ }( )

knf xهر ي به ازا x E∈همگرا است . 
} به صورت Eم نقاط ي فرض كن:برهان }i ix ∞

}يدنباله عدد.  باشد 1= }( )nf x ر يك زينباله كراندار است پس ن ديچون ا. ديري را در نظر بگ1
}دنباله همگرا دارد كه آن را با  }( )nf x1  :مي دهي نشان م1

{ }( ) ( ), ( ), ( ),...nf x f x f x f x=1 1 11 1 12 1 13 1 
} يحال دنباله عدد }( )nf x1 xر دنباله همگرا در نقطه ين دنباله همان زيد كه ايتوجه كن{ .ديري را در نظر بگ2 x است كه در نقطه 1  محاسبه شده 2

}دنباله } .است }( )nf x1 }ر دنباله همگرا دارد كه آن را با نماد يك زيز كراندار است پس ي ن2 }( )nf x2  :مي دهيش مي نما2
{ }( ) ( ), ( ), ( ),...nf x f x f x f x=2 2 21 2 22 2 23 2 

, نقاط ي بران روال رايهم ,...x x3 }د كه يتوجه كن{.مي بري بكار م4 }nf } همان دنباله 2 }nf  از جملات آن حذف شده ي است كه تعداد1
 }.است
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}اكنون دنباله  }ngم كهي سازينگونه مي را ا 
, , ,..., ,...n nng f g f g f g f= = = =1 11 2 22 3 33  

}دنباله  }( )ng x } همگراست چون 1 }( )ng x } ي همگراي از دنباله ير دنباله اي ز1 }( )nf x1 ك دنباله ير دنباله از يد كه هر زيتوجه كن{ . است 1
 } باشديهمگرا ، همگرا م

}دنباله  }( )ng x }ست چون  همگرا2 }( )ng x } ي همگراي از دنباله ير دنباله اي جمله اول ، زي به استثنا2 }( )nf x2  . است2
}ب ين ترتيبه هم }ngهر ي برا x E∈باشدي همگرا م .     

 
) فشرده بوده و ي متريك فضاي Kهرگاه  : 11 قضيه )     , ,...nf K n∈ = 1 2C و { }nf بر K كنواخت همگرا باشد آنگاه ي به طور
{ }nf بر Kوسته خواهد بودي همپ. 
εد يفرض كن : برهان   داده شده باشد 0<

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |n n n nf x f y f x f x f x f y f y f y− ≤ − + − + − )2( 
Uاز آنجا كه 

n Kf f⎯⎯→ و چون nfوسته اند لذا ي ها پfوسته استي پ: 
    | ( ) ( ) | /nn n n f x f x ε∃ ∀ ≥ ⇒ − <1 1 3  

   | |  | ( ) ( ) | /x y f x f yδ δ ε′ ′∃ > − < ⇒ − <0 3  

( ) | ( ) ( ) |n nf x f y ε ε ε ε⇒ − < + + =1 3 3 3  

n يست به ازايپس فقط كاف n≤ ≤ |مي ثابت كن11 ( ) ( ) |n nf x f y ε− <. 
 :نيكنواخت اند بنابراي يوسته ي ها پnf فشرده است پس Kوسته و ي ها پnfچون 

| |  | ( ) ( ) |

| |  | ( ) ( ) |n n n

x y f x f y

x y f x f y

δ ε

δ ε− − −

− < ⇒ − <

− < ⇒ − <
1 1 1

1 1 1

1 1 1

# min{ , ,..., }nδ δ δ δ −

⎫
⎪ ′⇒ =⎬
⎪
⎭

11 1  

 | |  | ( ) ( ) |n nx y f x f yδ ε⇒ − < ⇒ − <  
}ن يبنابرا }nfوسته استي همپ.     

 
) فشرده  و Kهرگاه  : 12 قضيه )     , ,...nf K n∈ = 1 2C و { }nf بر Kوسته باشد آنگاه ي نقطه به تقطه كراندار و همپ 
} -الف }nf بر K واخت كراندار استكني به طور. 
} -ب }nfكنواخت همگراستي  دارد كه به طور ي دنباله ا. 

  :برهان

εم يفرض كن -الف  ) فشرده است ، چون K.  داده شده باشد0< , )
x K

K B x δ
∈

⊂ ∪ } پس مجموعه 2 ,..., }rA x x K=  وجود دارد 1⊃

 : كه يربطو

( , )r
ii

K B x δ
=

⊂ 1 2∪ 
}چون  }nfوسته است پس ي همپδ   وجود دارد كه0<

| |  | ( ) ( ) |i ix t f x f tδ ε− < ⇒ − < 
}چون  }nfبراي مجموعه ژه ي نقطه به نقطه كراندار است ، پس به طور وA ميدار: 

| ( ) |          , ,...,n i if x M i r< =1 2 
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     A    | |  | ( ) ( ) |

 | ( ) |  | ( ) | max{ ,..., }

j j i i j

i i j j r

x K x x x f x f x

f x f x M M M M

δ εδ

ε ε ε

∀ ∈ ∃ ∈ − ≤ < ⇒ − <

⇒ < + < + < + <1

2 2

2 2 2

 

}ن يبنابرا }nf بر K كنواخت كراندار استي به طور. 
 ها به شعاع ي از گوي فشرده است و تعداد متناهK وجود دارد چون Eمجموعه .  باشد K از يرير مجموعه چگال شمارشپذي زEم ي فرض كن-ب 

ir و مركز ix ، Kتوان مجموعهيحال م.  پوشاندي را م ixر چگال در ي ها را توسعه داد تا مجموعه شمارشپذKد كردي تول. 
}دنباله }nfي رو E  مانند ير دنباله ايز  ،10 طبق قضيه نيبنابرانقطه به نقطه كراندار است { }

inf از { }nfي وجود دارد كه رو E نقطه به نقطه 
م ي كنيف مي تعر.همگرا است

ii ng f=م ي كني و ثابت م{ }ng كنواخت همگرا هستندي به طور. 
εاگر  δ و 0<  :ميم داريار كني را اخت0<

( , )
x K

K B x δ
∈

⊂ ∪ 

} ، مجموعه K ي و فشردگE چگال بودن نابرب ,..., }mB x x E=  هست كه 1⊃
)3( ( , )m

ii
K B x δ

=
⊂ 1∪ 

sx يچون برا B∈ ، { }ngنقطه به نقطه استي همگرا : 
  ,  | ( ) ( ) |      , ,...,i s j sN i j N g x g x s mε∃ ∀ ≥ ⇒ − < = 1 2 

x هر ي برا)3 (بنابر K∈ وجود دارد sx E∈ كه | |sx x δ− } يوستگياز همپ . > }nfنكهي و ا{ }ngاز ير دنباله اي ز { }nfجه ي است نت
  كه شود يم

| ( ) ( ) |i i sg x g x ε− < 
 نيبنابرا

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |i j i i s i s j s j s jg x g x g x g x g x g x g x g x ε− ≤ − + − + − < 3 
}پس  }ng كنواخت همگرا استي به طور. 

     . رودين است كه روي دنباله توابع اعمال شده است6-3اين قضيه ، مشابه قضيه 
 

 رشتراسي واقضيه
] بر يوسته اي تابع مختلط پfهرگاه  : 13 قضيه , ]a bها مانند ي از چندجمله اي باشد ، دنباله ا nPكه ي هست بطور 

lim ( ) ( )nn
P x f x

→∞
= 

]كنواخت بر يبطور  , ]a b. 
]م يم فرض كني توانيه وارد شود ميت قضي به كلينكه خللين ابدو:برهان , ] [ , ]a b = 0 ) و 1 ) ( )f f= =0 1 ) و 0 )f x را خارج از [ , ]0  صفر 1

 :م ي دهيقرار م. وسته استيخت پكنواي به طور \ بر fن صورت ي درا.مي كنيف ميتعر
( ) ( )n

n nQ x c x= − 21 
)ار شده است كه ي اختي طورncكه در آن  )nQ x dx

−
=∫

1

1
 :مياكنون دار. 1

/ /
( ) ( ) ( ) ( )

n nn n n

n

x x dx x dx nx dx
c n n−

= − = − ≥ − ≥ − = >∫ ∫ ∫ ∫
1 1 1 12 2 2 2
1 0 0 0

1 4 11 2 1 2 1 2 1 3  

      n
n

c n
c n

⇒ > ⇒ <
1 1  

) ي برنولياوس فوق از نا ميدر نامساو )nx nx− ≥ −2 21  . استفاده شد1

[ , ] [ , ]| |   ,    ( ) ( )   Un
n n nx c n Q x n Q δ δδ δ − − ∪< ≤ ≤ < ⇒ ≤ < − ⇒ ⎯⎯⎯⎯⎯→2

1 10 1 0 1 0  
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 :مي كنيف مياكنون تعر

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

n n n nx

u x t
P x f x t Q t dt f u Q u x du f u Q u x du

+

− −

= +
= + === − = −∫ ∫ ∫

1 1 1

1 1 0
 

)ل مجاز است كه ين دلير بازه در انتگرال فوق به اييتغ )f u در خارج بازه [ , ]0 ) . صفر است1 )nP x بر حسب يك چند جمله اي x است چون 
 . شودي ميتا مقدار دهي داشته باشد نهاي بستگu است و هرچه كه به u ين رويك انتگرال معيانتگرال آخر 

( )| ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) |n n n nP x f x f x t Q t dt f x Q t dt f x t f x Q t dt
− − −

− = + − = + −∫ ∫ ∫
1 1 1

1 1 1
 

)4( 

| ( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) | ( )

| ( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) | ( )

n n

n n

f x t f x Q t dt f x t f x Q t dt

f x t f x Q t dt f x t f x Q t dt

δ

δ

δ δ

−

− −

−

≤ + − = + − +

+ − + + −

∫ ∫
∫ ∫

1

1 1
1 

 :ميوسته است داري پfچون 
   | |  | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | ( ) ( )n n

t f x t f x

f x t f x Q t dt Q t dt
δ

δ

δ δ ε

ε ε
− −

∃ > < ⇒ + − < ⇒

+ − < =∫ ∫
1

1

0
 

 :ميدار بزرگ باشد ، ي به اندازه كافnاگر ،  nQكنواخت ي يي بنابر همگرايفاز طر

| ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )n nf x t f x Q t dt M Q t dt M
δ δ

δ ε
− −

− −
+ − ≤ < −∫ ∫1 1

2 2 1  

| ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )n nf x t f x Q t dt M Q t dt M
δ δ

δ ε+ − ≤ < −∫ ∫
1 12 2 1  

supكه در آن  | ( ) |M f x= . مي دار)4(بنابر: 
[ ]| ( ) ( ) | ( )nP x f x M δ ε− < − +4 1 1  

]ن يبنابرا , ]( ) ( )U
nP x f x⎯⎯→0 1.      

 
] مانند ي هر بازه ايبه ازا: نتيجه , ]a a−مانند يقي حقي هاي از چندجمله اي ، دنباله ا nP وجود دارد كه ( )nP =0  و 0

[ , ]( ) | |U
n a aP x x−⎯⎯⎯→. 

}* ي هاي از چند جمله ايله ا دنبا ،ه قبليبنا بر قض : برهان }nP وجود دارد كه*
[ , ]( ) | |U

n a aP x x−⎯⎯⎯→  .م يف كنياگر تعر
* *( ) ( ) ( )n n nP x P x P= −  :مي دار بزرگ باشد،ي به حد كافn اگر ن صورتي در ا0

* * * *( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | |n n n n nP x x P x P x P x x P ε ε ε− = − − ≤ − + − < + =0 0 0 2 2       

    
c هر ثابت يند هرگاه برايك جبر گوي را Eف شده بر ي از توابع مختلط تعرAخانواده : جبر cم ي داشته باش^∋ ∈Aي و برا 
f,هر g ∈Aم ي داشته باش , f g fg+ ∈ ∈A A. 
 

nf يت باشد كه وقتين خاصي اي داراAهرگاه  : كنواخت بستهيبطور  ∈A) , ,...n = 1 Uو ) 2
n Ef f⎯⎯→ و f ∈Aي آنگاه گفته م 

 .كنواخت بسته استي به طور Aشود 
 

ن صورت يدر ا.  اند A ي از اعضاييكنواخت همگراي بطور ي باشد كه حدود دنباله هاي مجموعه تمام توابعBم ي كنفرض : كنواختيبست 
B كنواخت ي را بستAنامندي م . 

) ي مترياگر فضا : مثال )XCدنباله ،  2ه يم، طبق قضيريمم را درنظر بگيبا متر نرم سوپر{ }nf نسبت به متر ( )XC همگرا به f است اگر و 

فقط اگر 
U

n X
f f→ . 
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) بسته ير مجموعه هاينرو زياز ا )XC ر مجموعه مانند يند و بست هر زيكنواخت بسته گوي را به طور( )X⊂A C كنواخت ي را بستA 
 .نديگو
 . دهنديش مي نماA را با نماد A از Bكنواختيمعمولا بست  : نكته

 
 .كنواخت بسته استيك جبر به طور ي Aن صورت يدر ا.  مركب از توابع كراندار باشدAكنواخت جبر ي بست Aم يفرض كن : 14 قضيه
A⊃چون : برهان A پس چون هر ثابت c ∈A لذا c ∈A .اگر ياز طرف ,f g ∈Aكنواخت ي به طور يين صورت دنباله هاي در ا

}همگرا مانند  }nf و{ }ng از A وجود دارند كه U
nf f⎯⎯→ و U

ng g⎯⎯→ . واضح است كهn nf g+ ∈A و n nf g ∈A و 
Uم يدار

n nf g f g+ ⎯⎯→ + ∈A و U
n nf g fg⎯⎯→ ∈A لذا A كنواخت بسته استيك جبر به طور ي.     

 
ز ي كند هرگاه به هر جفت متماي را جدا مE نقاط Aم يين صورت گويدر ا.  باشد E از توابع بر مجموعه ي خانواده اAم يفرض كن : تعريف

x,نقطه مانند  x E∈1 f چون ي تابع2 ∈Aر شده باشد كه ي نظ( ) ( )f x f x≠1 xچنانچه به هر . 2 E∈مانند ي تابع g ∈Aر شده ينظ
)باشد كه  )g x  . شوديچ نقطه صفر نمي در هAم ييگو0≠

 
x,اگر .  صفر نشودEچ نقطه ي را جدا كند و در هE نقاط A باشد و Eك جبر از توابع بر مجموعه ي Aم يفرض كن : 15قضيه  x E∈1 2 

c, باشند و يزينقاط متما c1 ) است كه f مثل ي شامل تابعAن صورت ي دلخواه باشند در ايي ثابت ها2 )f x c=1 ) و 1 )f x c=2 2. 
g چون ي كند پس تابعي را جدا مE نقاط Aچون  : برهان ∈A وجود دارد كه( ) ( )g x g x≠1 ) لذا 2 ) ( )g x g x− ≠1 2  با f اما تابع 0

 :ط فوق استي شراير دارايف زيتعر
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
g x g xg x g xf x c c

g x g x g x g x
−−

= +
− −

12
1 2

1 2 2 1
 

)چون )f x c=1 ) و 1 )f x c=2 fداريم A طبق خواص جبري و 2 ∈A.     
 

  استون قضيه
چ نقطه صفر نشود ي را جدا كند و در هK نقاط Aهرگاه .  باشدKوسته بر مجموعه فشرده    ي پ يقيك جبر از توابع حق    ي Aم  يفرض كن  : 16 قضيه

) در  A يعنيل شده است ي تشكKوسته بر ي و پيقي از تمام توابع حقAكنواخت يآنگاه بست  )KC چگال است ) .( )K=A�C.( 
 :مي كنيه را در چهار مرحله ثابت مين قضيا: برهان

f هرگاه  -1 ∈A آنگاه | |f ∈A. 
supم ي دهيقرار م : انبره | ( ) |

x K
a f x

∈
]در بازه .= , ]a a− اگر ε ) ي داده شده باشد ، چند جمله ا0< )P yوجود دارد كه  

( ) | |P y y ε− )لذا اگر . > )y f x=مي دار 
)5( ( ( )) | ( ) |P f x f x ε− < 

)كه در آن  ( )) ( )
n

i
i

i
P f x c f x

=

= ∑
1

)ك جبر است ، ي Aنكه يبا توجه به ا .  ( ))P f x ∈A. 

ε هر ي دهد براي نشان م)5(رابطه  | كه فاصله آن از دد دار وجوAك عضو از ي 0< |f كمتر از ε ن چون يبنابرا.  استA به طور 
|كنواخت بسته است پس ي |f ∈A.     

 
f هرگاه -2 ∈A و g ∈A  آنگاهmin( , )f g ∈A و max( , )f g ∈A. 

 : شودي حاصل مA ير و خواص جبري از روابط زين مطلب به سادگيا : برهان
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| |min( , ) f g f gf g + −
= −2 | و 2 |max( , ) f g f gf g + −

= +2 2. 
,...,ه اگر  توان نشان داد كي مرن با تكرايهمچن nf f ∈1 A آنگاه min( ,..., )nf f ∈1 A و max( ,..., )nf f ∈1 A.      

 
x ، نقطه fوسته ي پK و بر يقي هرگاه تابع حق-3 K∈ و ε xg مانند ي مفروض باشند، تابع0< ∈A وجود دارد كه ( ) ( )xg x f x= و 

( ) ( )      ( )xg t f t t Kε> − ∈. 
  :برهان
⊂A A و A نقاط Kلذا شود ،يچ نقطه صفر نمي كند و در هي را جدا م  Aكندي صدق مه قبليط قضين است پس در شرايز چني ن  

       . .   ( ) ( ) ,  ( ) ( )y y yy K h s t h x f x h y f y∀ ∈ ∃ ∈ = =A  
)د كه يتوجه كن )f x و ( )f y را همان ,c c1  وسته اند لذا ي پي توابعf و h اما .مي در نظر گرفته ا15هي قض2

   . .    | ( ) ( ) | /y y y ys t t h t h y ε′ ′∃ ∀ ∈ ⇒ − <J J 2  
   . .    | ( ) ( ) | /y ys t t f t f y ε′′ ′′∃ ∀ ∈ ⇒ − <J J 2  

)نكه يبا توجه به ا.  هستندy حول يي هايگي همساy′′J و y′Jكه در آن  ) ( )yh y f y=مي داري مثلثي و با استفاده از نامساو: 
| ( ) ( ) |        y y y yh t f t tε ′ ′′− < ∀ ∈ = ∩J J J  

( ) ( )     y yh t f t tε> − ∀ ∈J 
yy چون ياز طرف K

K
∈

⊂ J∪ كه در آن yJ از يگيك همساي y است و K فشرده است لذا نقاط ,..., ny y1 وجود دارند كه 

i

n
yi

K
=

⊂ J1∪. 
)م ي دهياكنون قرار م ) max{ ( ),..., ( )}

nx y yg t h t h t=
1

.  
xgم يدار ∈Aو ( ) ( )xg x f x= و ( ) ( )     xg t f t t Kε> − ∀ ∈.     

 
ε و fوسته ي پk و بر يقي هرگاه تابع حق-4 u مانند ي مفروض باشند، تابع0< ∈A وجود دارد كه | ( ) ( ) |     ( )u x f x x Kε− < ∈. 

xgتوابع  : برهان ∈A يوستگيبنابر پ. ميري گي ساخته شدند در نظر م3 كه در مرحله xg و fمي دار: 
    | ( ) ( ) | /x x x xt g t g x ε′ ′∃ ∀ ∈ ⇒ − <J J 2  
    | ( ) ( ) | /x xt f t f x ε′′ ′′∃ ∀ ∈ ⇒ − <J J 2  

)نكه يا توجه به اب.  هستندx حول يي هايگي همساx′′J و x′Jكه در آن  ) ( )xg x f x=مي داري مثلثي و با استفاده از نامساو: 
| ( ) ( ) |        x x x xg t f t tε ′ ′′− < ∀ ∈ = ∩J J J  

( ) ( )     x xg t f t tε< + ∀ ∈J 
xx چون ياز طرف K

K
∈

⊂ J∪ كه در آن xJ از يگيك همساي x است و Kفشرده است لذا نقاط  ,..., mx x1 وجود دارند كه 

i

m
xi

K
=

⊂ J1∪. 
)م ي دهياكنون قرار م ) min{ ( ),..., ( )}

mx xu t g t g t=
1

uم يدار.  ∈A و ( ) ( )     u t f t t Kε< + ∀  ي و از طرف∋
( ) ( )     u t f t t Kε> − ∀   لذا ∋

 | ( ) ( ) |      u x f x x Kε− < ∀ ∈ 
 به Aاز آنجا كه . ك استي نزدf به ي وجود دارد كه به اندازه كافA از ي ، تابعfوسته ي پيقي هر تابع حقي به ازا است كه ين معنيبه ان گزاره يا

fكنواخت بسته است لذا يطور  ∈A .ن يبنابرا( )K=A C.   
 

f هر يم هرگاه برايي را خود الحاق گوAجبر : جبر خود الحاق ∈A آنگاه f ∈A. 
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چ نقطـه  ي را جـدا كنـد و در ه ـ  K نقـاط  A بوده ، K ته بر مجموعه فشردهوسي از توابع مختلط پيك جبر خود الحاقي Aم يفرض كن : 17 قضيه

) درAگر يبعبارت د. ل شده استي تشكKوسته بر ياز تمام توابع مختلط پAن صورت يدرا. صفر نشود  )KCال است  چگ)( )K=A C.( 
f اگر . متعلق اندA باشد كه به K بر يقي مجموعه تمام توابع حقRAم ي فرض كن:برهان ∈Aيقي پس توابع حق u و v هستند كه 

( ) ( ) ( )f x u x iv x= )ا ام  .+ )u x f f= +
1 1
2 u و بنابه خواص جبر 2 ∈A و چون uاست پسيقي حق Ru ∈A . ياز طرف 

. ( ) ( ) ( )i f x iu x v x− = − + ∈Aم ي لذا مثل قبل دارv ∈A و چون vاست يقي حق Rv ∈A .يك از مولفه هايهر  يبارتبع f متعلق به 
RAهستند . 

x, هر ي كند پس براي را جدا مK نقاط Aچون  x K∈1 f چوني تابع2 ∈A هست كه ( ) ( )f x f x≠1 ا ي . پس دو حالت وجود دارد2
( ) ( )u x u x≠1 )ا ي و 2 ) ( )v x v x≠1  هر ين برايهمچن.  كندي را جدا مK نقاط RA تعلق دارند پس RA به v و هم u و چون هم 2

x K∈چوني تابع f ∈A هست كه f uا ي پس 0≠ vا ي و 0≠ ه استون ياكنون قض. شودي صفر نمKچ نقطه از ي در هRAن يبنابرا . 0≠
)م يري را كه در نظر بگfاز اعداد مختلط مانند وسته يحال هر تابع پ.  كندي صدق مRAدر مورد  ) ( ) ( )f x u x iv x=  :ه استون ي طبق قض+

   . .   ( ) ( ) /Rh s t u x h x ε∃ ∈ − <1 1 2A  

   . .   ( ) ( ) /Rh s t v x h x ε∃ ∈ − <2 2 2A  
zم ي كنيف ميحال تعر h ih= +1 z و طبق خواص جبر 2 ∈Aمي و دار: 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |z x f x u x h x v x h x ε− ≤ − + − <1 2  
) درA يعني. ك استي نزدf به ي هست كه به اندازه كافAك عضو از ي ، fوسته ي هر تابع مختلط پي برايعني )KCچگال است .     
 
 
 
 
 
 

  *نويسنده مجاز مي باشدنقل مطلب از دانش آماري فقط با ذكر منبع و نام * 
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