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   مقدمه1-1

نظريات بنيادين . هاي آن امروزه بر كسي پوشيده نيست  رياضيات و زير مجموعهعلماهميت 

ها و   با نمادي علوم مختلف هاي علمي كمك كرده است تا مفاهيم پيچيده علم رياضيات به جامعه

تر شوند و پژوهشگران اين علوم بتوانند به آساني منظور يكديگر را  ادبيات علم رياضيات ساده

ها، حسابان، جبر و ساير موضوعات رياضي به عنوان يك  ها، تابع ي مجموعه امروزه نظريه. بفهمند

  .شود ي علوم شناخته مي ضرورت براي همه

ي تحقيقات علمي مرتفع كرده است اما  موانع را در زمينهاگرچه مفاهيم رياضيات بسياري از 

 بعضي از پژوهشگران بدون اي كه دهد بگونه اده جلوه ميگاهي اوقات مسائل را بيش از اندازه س

كه لزوما هميشه برقرار (ي رياضي  هاي مساله را در نظر بگيرند، به استناد چند قضيه آنكه ظرافت

بعضي از به استناد به عنوان مثال، . ي رياضي است د كه فاقد پشتوانهكنن نظرياتي ارائه مي، )نيستند

كه در بسياري از قضاياي رياضي به ... پذيري و  پذيري، انتگرال خواص توابع مثل پيوستگي، مشتق

شود كه در نهايت ايجاد آشوب  هايي ارائه مي شود، فرمول عنوان خواص مطلوب شناخته مي

بررسي قرار مورد    يعني سهميتوابع از اين ي ساده يك نمونهي موردي،   مطالعهينادر . كنند مي

  .گيرد مي

  1 تكرار1-2

y.توابع زير را در نظر بگيريد x c= y و 2+ x= .ك سهمي و يكاين توابع به ترتيب ي 

  حال اگر. نندك خط راست را مشخص مي

  :f x x c→ +2  
 
1 Iteration 
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 ي حال دنباله.  قرار دهيم و يك مقدار جديد بدست آوريمf  را دوباره درf توان مقدار تابع مي

}مقادير  , ( ), ( ),..., ( ),...}nx f x f x f x22 را مدار x مقدار اوليه. گوييم xه كويند  مدار گ3 را منشاء

  در آن

( )
( )

( ( ))
n

n

f x n
f x nf f x−

⎧ =⎪⎪= ⎨ >⎪⎪⎩
1

1
1  

ترين حالت  در ساده .نيمك به عنوان پارامتر، بررسي مي cرفتار اين تابع را با در نظر گرفتن 

cاگر =   : آنگاه0

| |

lim ( )     | |

| |

n
n

x

f x x

x
→∞

⎧ >⎪∞⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪ <⎪⎩

1
1 1
0 1

  

}در اين حالت  ,  .نندك  را به سمت خود جذب ميxشوند، چون مدار   ناميده مي4نقاط جاذب 0∞{

x =   .شوند  ناميده مي5دافع نيز نقاط ثابت ±1

cوقتي  > 1
y آنگاه سهمي 4 x c= y بالاي خط قطري 2+ x= است و لذا همه نقاط 

cحال اگر . شوند نهايت جذب مي به بي xمنشاء  = 1
)، يعني 4 )f x x= +2 1

   آنگاه4

| |
lim ( )      

| |
n

n

x
f x

x→∞

∞ >⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪ ≤⎪⎩

1
21 1

2 2
  

  

  :نيدكتوجه  نقطه منشاء را نمايش مي دهد 6مدار در آن ه كزير به جدول 

 
2 Orbit 
3 Seed 
4 Attractor 
5 Repelling Fixed Point 
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n         x ±1 ±0.75 ±0.5 ±0.25 ±0.1 0 

1 +1.25 +0.812 +0.5 +0.3125 +0.26 +0.25 
2 +1.812 +0.910 +0.5 +0.3476562 +0.3176 +0.3125 
3 +3.535 +1.078 +0.5 +0.3708648 +0.3508697 +0.3476562 
4 +12.747 +1.412 +0.5 +0.3875407 +0.3731096 +0.9708648 
5 +162.744 +2.246 +0.5 +0.4001878 +0.3892107 +0.3875407 
6 +26485.994 +5.296 +0.5 +0.4101503 +0.4014850 +0.4001878 
7 +701507907 +28.297 +0.5 +0.4182232 +0.4111902 +0.4101503 
8 +4.921e+17 +800.985 +0.5 +0.4249107 +0.4190774 +0.4182232 
9 +2.421e+35 +64158.262 +0.5 +0.4305491 +0.4256258 +0.4291070 

10 +5.864e+70 +4.116e+11 +0.5 +0.4353725 +0.4311573 +0.4305491 

       
∞  ∞  ∞  +½ +½ +½ +½ 

  

xه از حل معادله كتقاطع خط قطري و سهمي در دو نقطه است  c x+  حاصل 2=

، نقطه جاذب و ريشه بزرگتر، هتر معادلكوچكه ريشه كن نشان داد توا مي محاسبه ميكبا . شود مي

cاين مطلب را براي .  استدافعنقطه ثابت  = cنون براي كا.  نشان داديم0 = − 3
 اين مطلب را 4

  :نيمك بررسي مي

( )         ,   f x x r r= − ⇒ = − =2
1 2

3 1 3
4 2 2  

  :نيدكدهد توجه   منشاء را نشان مي نقطه6ه مدار كبه جدول زير 

n         x ±1.75 ±1.5 ±1 ±0.75 ±0.5 ±0.25 

1  +2.31   +1.5   +0.25   −0.1875   −0.5   −0.6875  
2  +4.59   +1.5   −0.6875   −0.71484375  −0.5   −0.2773437 
3  +20.38   +1.5   −0.2773437  −0.2389984  −0.5   −0.6730804 
4  +414.93   +1.5   −0.6730804  −0.6928797  −0.5   −0.2969627 
5  +172173.29   +1.5   −0.2969627  −0.2699176  −0.5   −0.6618131 
6  +2.964e+10   +1.5   −0.6618131  −0.6771444  −0.5   −0.3120033 
7  +8.787e+20   +1.5   −0.3120033  −0.2947537  −0.5   −0.6525639 
8  +7.721e+41   +1.5   −0.6525639  −0.6650421  −0.5   −0.3240428 
9  +5.962e+83   +1.5   −0.3240428  −0.3077189  −0.5   −0.6449962 

10  overflow   +1.5   −0.6449962  −0.6553090  −0.5   −0.3339798 

       
∞  ∞   +1½   −½   −½   −½   −½  
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 cبت براي برخي مقادير پارامتر نقاط ثا

 
c  > ¼ c  = ¼ −¾ < c  < ¼ 

  

cاگر مقدار  < − 3
 بين كشدند، اين متر ريشه جذب ميكه قبلا به مقدار ك باشد، مدارهايي 4

شود؛ در حقيقت مدار   مي6در حقيقت نقطه ثابت جاذب، دو شعبه. نندك ان ميدو مقدار مجزا نوس

 بيشتر از اين منفي باشد، cاگر . ه بين دو مقدار متناوب استكديگر پايدار نخواهد بود، بل

به هر حال . نهايت خواهد بود  تا بي16، 8، 4 هم رخ خواهد داد و دوره تناوب هاي ديگري انشعاب

c.رسد و براي  هاي متوالي به صفر مي فاصله بين انشعاب < −1 . رسد نهايت مي ها به بي  انشعاب4

چنين .  مدار نامتناوب سرگردانندكنون در يك پيش از اين متناوب بودند، اهكدر حقيقت مدارهايي 

ه در كبعلاوه مقادير منشاء .  است8 آشوبهاي صه، جزء مشخدنامن  مي7كه ارگوديكرفتارهايي را 

اين . ه بسيار متفاوتندكنند ك ت ميكرار در مدارهايي حركديگر بودند، پس از چند تك يكابتدا نزدي

شود و مقادير   گفته مي9كدهد، آشوبنا ه حساسيت و تبعيت از شرايط اوليه را نشان ميكرفتار، 

  .نامند  مي10كآيد، رژيم آشوبنا وجود ميه ه براي آن رفتار آشوبي بك cپارامتر 

 
6 Bifurcated 
7 Ergodic 
8 Chaos 
9 Chaotic 

10 Chaotic Regime  
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   انشعاب1-3

ي و با استفاده از قوانين زير حاصل كرد مستقيم براي مدارها از طريق نمايش گرافيك رويكي

  :مي شود

 .نيدك صفحه مختصات رسم كدو منحني را روي ي - 1

  .ندكنيد تا سهمي را قطع ك خط عمودي رسم كي - 2

 .ندكنيد تا خط قطري را قطع ك خط افقي از محل تقاطع رسم كي - 3

 .نيدك را با نقطه جديد اجرا 2مرحله  - 4

 

اين .  استشده سري نمودارهاي مربوط به جزييات رفتارهاي گفته شده، ارائه كذيلا ي

  .شوند بوتي شناخته ميك يا دياگرام تار عن11نمودارها به دياگرام وب

  

 

x نقطه كاين نمودار ي = دهد   را نشان مي0
cه براي ك = با .  همگرا است0/5 به 0/25

ه اين كشود  بررسي بيشتر مشخص مي
  .همگرايي به صورت مجانبي است

  

 
11 Web Diagram 



 

 

7 

 

 http://DaneshAmari.blogfa.com          ي آشوبناك بررسي يك سامانه

  

 

cدر اين نمودار  = توجه . باشد  مي0/75−
 نقطه جاذب كر به يه چگونه مداكنيد ك

 ك مرحله هنوز ي1000بعد از . رسد مي
  .ز مدار قابل مشاهده استكسوراخ در مر

  

 

cوقتي  = −13
 است مدار در دو نقطه باقي 16

1−مدار در. ماند مي
3 و 4

  .شود  جذب مي4
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cوقتي  =  مدار روي مقادير 1/3−
−1/2996224637  ،0/3890185483  ،
 نوسان 0/0194302923 و 1/1486645691−

  .ندك مي

  

 

cاين مدار با مقدار  =  رسم شده 1/4015−
رام قبل اگر چه اين نمودار مشابه دياگ. است

ه روي كشوند، بل رار نميكها ت است اما، گام
 در كوچكتغيير . چسبند  نوار به هم ميكي

ار كه بطور آشكدهد  شرايط اوليه مداري مي
cدر . متفاوت است =  دوره 32 مدار 1/4−

نهايت دوره تناوب  نون بيكتناوب دارد اما ا
  .دارد
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cدر  =  مدار هر ناحيه از زير بازه 1/8−
[ , ]−2 ل فقط كاين ش. پوشاند  را مي2

ه مدار كي از همه نقاطي كوچكزيرمجموعه 
  .دهد مي پيمايد، نشان مي

  

f: راه ديدن رفتار عمومي نگاشت كي x x c→  c رسم مدارها به عنوان تابعي از 2+

چند صد مرحله از . نيمكترين آنها را رسم مي  دهيم، فقط شاخص ما همه نقاط را نمايش نمي. است

، دياگرام چنين دياگرامي.  خود واقع شودخصوصبگذاريم تا مدار روي رفتار  نار ميكمدار را 

  .شود  ناميده مي12انشعابي

 

امل كدر اينجا دياگرام انشعاب را به طور 
]مقادير خارج . نيمك يمشاهده م , ]−2 نار ك 0/25

نهايت  اند چون مدار آنها به بي گذاشته شده
 نقطه كه چگونه يكنيد كتوجه . رود مي

 كشود و بعد آشوبنا ررا منشعب ميكجاذب م
  .شود مي
cريچه موجود در  دبه =   . توجه نماييد1/8−
  

ات بيشتري بررسي اين محدوده را با جزيي
  نيمك مي

 
12 Bifurcation Diagram 



 

 

10 

 

 http://DaneshAmari.blogfa.com          ي آشوبناك بررسي يك سامانه

  

 

برابر   دوي  بزرگنمايي از محدودهكدر اينجا ي
به انشعابات . بينيم  مي13شدن دوره تناوب

  .نيدكمتوالي توجه 

  

  

ردن گوشه بالا و سمت چپ كبا بزرگ 
لي كرار از ساختار ك تكه يكبينيم  تصوير مي

محدوده دو برابر شدن . دياگرام وجود دارد
دهد، به   را نشان مي14دسانيدوره تناوب خو

 دياگرام مشابه كوچكه نواحي كاين معني 
اين خاصيت در ساير . نواحي بزرگ هستند

  .شود قسمت هاي دياگرام نيز مشاهده مي

  

  

 
13 Period-Doubling 
14 Self-Similarity 
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 ك بزرگنمايي از رژيم آشوبناكدر اينجا ي
هاي تناوبي داخل محدوده  به دريچه. بينيم مي

  .نيدكآشوب توجه 
  
  .نيمك بيشتر مينون بزرگنمايي را كا

  

 

لي كرارهايي از ساختار كساختار دريچه، ت
دو برابر شدن دوره . دياگرام انشعاب است

 ضرب شده 3تناوب مانند قبل است اما در 
,است يعني  , ,...3 6 , به جاي 12 , ,...1 2 به . 4

  .نيدكهاي داخل هر قطعه توجه  دريچه

  

 

ه روي ك بزرگنمايي است كر، ياين نمودا
نون كما ا. قطعه وسط دريچه انجام شده است

ايم، اين دياگرام  ردهك بار بزرگنمايي 1000
  .باشد مشابه دياگرام اوليه مي
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  گيري  نتيجه1-4

لازم . هاي آشوبناك توابع مشهور سهمي مورد بررسي قرار گرفت هاي قبل مشخصه بخشر د

مانند، هاي مطلوب   بسياري از ويژگيارايدي توابعي هستند كه  ها از جمله به ذكر است كه سهمي

بروز سادگي فرمول سهمي نيز مانع از همچنين . پذيري هستند پذيري و انتگرال شتقپيوستگي، م

ص كه داراي خواتوابعي از اين بدان معني نيست كه بايد البته  .گردد  آشوبناك نميرفتارهاي

 براي هاي اصولي رياضي هستند و نبايد ررسيباجتناب كرد بلكه اين توابع نيازمند آشوبناك هستند 

توصيه علوم مختلف آخر به پژوهشگران در . بر استفاده كرد هاي به اصطلاح ميان ها از روش آن

  .ها را بررسي كنند آن فرمولهاي آشوبناك   جنبه،هاي رياضي ي فرمول قبل از ارائهگردد  مي
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