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  اصول شمارش

   تركيبيات–قوانين شمارش  -1
. بسياري از مسائل نظريه احتمال نيازمند اين است كه تعداد حالت هايي را كه يك پيشامد رخ مي دهد ، بشماريم

  .لعه مي كنيمبدين منظور ما مفاهيم جايگشت و تركيب را مطا
  

قصد داريم ، تعداد تمام حالات ممكن براي اين . آزمايشي را در نظر بگيريد كه در چند مرحله انجام مي شود
  .آزمايش را بشماريم

  
  . فرض كنيد وارد يك رستوران مي شويد و مي خواهيد از منوي رستوران ، غذاي خود را انتخاب كنيد: 1 مثال

   باشد ، به چند طريق مي توانيد غذا سفارش دهيد؟اگر منوي رستوران به اين فرم
  

  نوشيدني  غذا  چاشني
  ماست
  سالاد

  چلو كباب
  ماهي

  جوجه كباب

  دوغ
  نوشابه

  

  
 

 . حالت براي سفارش غذا وجود دارد12با شمردن تعداد حالات ، مشخص مي شود كه 
  

رسم چنين درختي براي به دست آوردن مجموعه تمام حالت هاي براي دانستن تعداد حالات چنين آزمايشي ، 
  .با استفاده از اصل اساسي شمارش ، مي توانيم تعداد حالات ممكن را به دست آوريم. ممكن ، لزوم ندارد

  
  اصل اساسي شمارش

 عضو و nاگر مجموعه حالات مرحله اول . فرض كنيد يك آزمايش ، از دو مرحله ي مجزا تشكيل شده باشد
  .عضو داردnm. عضو داشته باشد ، دراين صورت ، مجموعه حالات اين آزمايش mمجموعه حالات مرحله دوم 

 
  

 )سفارش(

 ماست

 سالاد

 چلو كباب

 ماهي

 جوجه كباب

 دوغ
 نوشابه
 دوغ
 نوشابه
 دوغ
 نوشابه

 چلو كباب

 ماهي

 جوجه كباب

 دوغ
 نوشابه
 دوغ
 نوشابه
 دوغ
 نوشابه
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  اصول شمارش

  تعميم اصل اساسي شمارش
 عضو و n1اگر مجموعه حالات مرحله اول . ا تشكيل شده باشد مرحله ي مجزrفرض كنيد يك آزمايش ، از 

 عضو  داشته باشد ، دراين صورت ، rnام ، rمجموعه حالات مرحله  و...  عضو و n2مجموعه حالات مرحله دوم 
...عه حالات اين آزمايش مجمو rn n n⋅ ⋅ ⋅1   . عضو دارد2

  
انتخاب ( حالت دارد ، مرحله دوم 2) انتخاب چاشني(مرحله اول .  سفارش غذا داراي سه مرحله است: )ادامه (1 مثال
 ، بنابراين طبق تعميم اصل اساسي شمارش.  حالت دارد2) انتخاب نوشيدني( حالت دارد و مرحله سوم 3) غذا

×سفارش غذا  ×2 3   . حالت دارد12 يعني 2
  
  
  مدل جايگاه -2

 استفاده از جايگاه هايي براي نمايش مراحل آزمايش بسيار سود مند  براي محاسبه تعداد حالات ممكن يك آزمايش ،
  :است

  

  
حال زير هر جايگاه تعداد حالت هاي .  يك جايگاه درنظر گرفته ايم،شهمانطور كه مي بينيد براي هر مرحله از آزماي
  .هر مرحله را نوشته و در هم ضرب مي كنيم

  
, با حروف : 2 مثال , , , ,r a n d o m حرفي مي توان نوشت؟5 چند كلمه   

  _______________
5 5 5 5 5   

  

55=بر با تعداد كلمات برا   . است3125
  

, با حروف : 3 مثال , , , ,r a n d o m حرفي بدون تكرارمي توان نوشت؟5 چند كلمه   
  _______________

1 2 3 4 5   
  

×تعداد كلمات برابر با  × × × =5 4 3 2 1 ر مجزا توجه كنيد كه در اين مثال ، مراحل از يكديگ.  است120
يعني نتيجه مرحله اول بر نتيجه مراحل بعد تاثير مي گذارد اما روي تعداد حالات مراحل بعد تاثير نمي . نيستند

  .گذارد ، بنابراين هنوز هم مي توان از اصل شمارش استفاده كرد
  

  فاكتوريل
nاگر    :به صورت زير تعريف مي شود)  فاكتوريلn) n! باشد ، در اين صورت ∋

!n n= × × ×1 2  
!و  =0   .رددگ تعريف مي 1

2      × 3     ×        =2 12

 )جايگاه نوشيدني( )جايگاه غذا( )جايگاه چاشني(
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  اصول شمارش

  جايگشت -3
  .استA بتوي A ، نگاشتي يك به يك از Aيك جايگشت .  يك مجموعه متناهي باشدA فرض كنيد : 1 تعريف

}مجموعه  , , }A a b c=تعداد ترتيب هاي متفاوت عناصر .  را در نظر بگيريدAچندتا است؟   
abc acb

bca bac

cab cba

  

  
  .اين نتيجه را مي توان با استفاده از اصل شمارش هم به دست آورد.  است6ربا تعداد ترتيب ها براب

  
  .n! ، برابر است با A عضوي n تعداد كليه جايگشت هاي يك مجموعه : 1 قضيه

  
!سه عضوي برابر با  تعداد جايگشت هاي يك مجموعه : 4 مثال =3   . است6

  
جايگشت -k باشد ، يك n و 0 عدد صحيحي بين k عضوي باشد و n يك مجموعه A فرض كنيد : 2 تعريف
A يك فهرست مرتب از زيرمجموعه هاي ، k عضوي Aاست .  
  

} مجموعه : 5 مثال , , }A a b c=جايگشت هاي -2تعداد .  را در نظر بگيريدAت؟ چندتا اس  
ab ba
ac ca

bc cb

  

  . وجود داردAجايگشت از عناصر-2 تا  6بنابراين 
  

! برابر است باA عضوي nجايگشت هاي مجموعه -k  تعداد همه: 2 قضيه
( )!
n
n k−

.  

  
, با حروف : 6 مثال , , , ,r a n d o m حرفي بدون تكرارمي توان نوشت؟3 چند كلمه   

!تعداد كلمات برابر با  !
( )! !

= =
−
5 5 605 3   . است2

  
 به اين سوال بايد  بدون تكرار مي توان نوشت؟ براي پاسخamar چند ترتيب متفاوت از حروف كلمه : 7 مثال

چون .  مطابقت نمي كند1 دو بار تكرار شده است و اصولا با تعريف جايگشت طبق تعريف aتوجه داشت كه حرف 
اگر كلمه . اما با يك ترفند مي توان اينگونه مسائل را حل كرد. در يك مجموعه ، تكرار يك عنصر بي معني است

ama r1 aaتوجه كنيد كه كلمات . كلمه مي توان ساخت4! را در نظر بگيريم ، تعداد 2 mr1 a و 2 amr2  در اين 1
اين حالات ، حالاتي .  مي شوندaamrاما در مورد مساله ما اين دو حالت ، تنها . حالت متمايز شمرده مي شوند

با تقسيم تعداد جايگشت هاي كلي بر تعداد جايگشت هاي . هستند كه فقط حروف تكراري با هم جابجا مي شوند
  .حروف تكراري ، تعداد حالات مطلوب حاصل مي شود
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  اصول شمارش

 تا مثل rnو ...  تاي ديگر مثل هم ، n2 تا مثل هم ، n1 شيء كه nبه طور كلي ، تعداد جايگشت هاي   :3قضيه 
  :هم هستند برابر است با

!
! ! ... !r

n
n n n1 2

  

  
  است با برابر amar تعداد كلمات بدون تكرار از حروف :) ادامه(7 مثال

!
! ! !

=4 122 1 1  

  تركيب -4
  . عضو داشته باشند موضوع جالبي استk كه دقيقا Aمعمولا انتخاب زيرمجموعه هايي از يك مجموعه 

  
} تعداد زير مجموعه هاي دو عضوي مجموعه : 8 مثال , , }A a b c=چند تا است؟   

{ , } { , } { , }a b a c b c  
  . وجود داردA عضوي ، از 2 زير مجموعه 3يعني ، 
  ا برابر است بA عضوي n عضوي مجموعه k  تعداد زير مجموعه هاي : 4 قضيه

!
!( )!

n n
k k n k

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠
 

! برابر است با A عضوي مجموعه 2 تعداد زير مجموعه هاي :) ادامه(8 مثال
! !

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3 3 32 2 1.   

  
اين كار به .  سي دي را خريداري كنيم2 خواننده ، 5 سي دي صوتي از 5 فرض كنيد مي خواهيم از بين : 9 مثال

  ريق امكان پذير است؟چند ط
!
! !

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

5 5 102 2 3  

  . طريق مي توان اين دو سي دي را انتخاب كرد10لذا به 
  

n مي توان A عضوي n عضوي از مجموعه k براي انتخاب زير مجموعه : 1 نكته k− عضو از A را كنار 
  بگذاريم يعني داريم

n n

k n k
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟=⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ −⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  
 1اگر عضو شماره . جه كنيدبه الگوي زير توA عضوي n عضوي از مجموعه k براي انتخاب زير مجموعه: 2 نكته

n را انتخاب كرده و از Aمجموعه  k عضو باقيمانده ، 1−  عضوي k عضو انتخاب كنيم ، يك زير مجموعه 1−
nنكنيم و از  را انتخاب 1اگر عضو شماره . خواهيم داشت  عضو انتخاب كنيم ، باز هم يك k عضو باقيمانده ، 1−
  بنابراين داريم.  عضوي خواهيم داشتkزير مجموعه 

n n n

k k k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜= +⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟−⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1
1  
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  اصول شمارش

 : 3 نكته
n

k
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

علت آن مربوط به قضيه دو جمله اي است كه ذيلا عنوان .  دو جمله اي ناميده مي شود يك ضريب

  .شده است
  

  :قضيه دو جمله اي  :5قضيه 

( )
n

n k n k

k

n
x y x yk

−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

0
  

  .اين عبارت با استفاده از استقرا قابل اثبات است
  
  

   است، چونn2 برابر با Aعضوي  n تعداد زير مجموعه هاي مجموعه : 1 نتيجه

( ) ...
n

n n

k

n n n n
nk

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟= + = = ⎟+ ⎟+ + ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

0
2 1 1 0 1  

  
كان اين كار به چند طريق ام.  عضو تقسيم كنيم5 هر كدام با B و A ورزشكار را بايد به دو تيم 10 : 10 مثال

  پذير است؟
   طريق امكان پذير است چون252اين كار به 

!
! !

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

10 10 2525 5 5  

  
اين كار به چند طريق .  تايي تقسيم كنيم5 ورزشكار را به دوتيم 10 براي يك بازي بسكتبال مي خواهيم : 11 مثال 

  امكان پذير است؟
  . ست چراكه در اين مثال ترتيب دو تيم اهميتي نداردبه اين نكته توجه كنيد كه اين مثال با مثال قبل متفاوت ا

}مثلا تركيب  , , , , },{ , , , , }a a a a a b b b b b1 2 3 4 5 1 2 3 4 } و 5 , , , , },{ , , , , }b b b b b a a a a a1 2 3 4 5 1 2 3 4  هيچ فرقي 5
  .با هم ندارند

  پاسخ صحيح عبارتست از
!
! !

!
=

10
5 5

1262  
  
  

  ضرايب چند جمله اي
 به گونه اي كه n1 ، n2 ،  ... ،rn گروه مجزا به اندازه هاي rرا به A عضويnاگر بخواهيم مجموعه 

r

i
i

n n
=

=∑
1

  ند طريق امكان پذير است؟باشد ، تقسيم كنيم اين كار به چ 
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  اصول شمارش

در مرحله اول به تعداد .  مرحله تقسيم مي كنيمrاين آزمايش را به 
n
n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠1

 انتخاب براي گروه اول وجود دارد و در 

مرحله دوم به تعداد
n n
n
−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1

2
  :طبق اصل شمارش داريم. لي آخر انتخاب براي گروه دوم وجود دارد و ا

  
  ___ ... ___ ___ 

2مرحله   rمرحله  1مرحله   
... r

r

n n n
n

−− − −⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1 1... n n

n
−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1

2

n
n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠1

 
  

  

  
  :با ضرب تعداد حالات مراحل ، تعداد حالات ممكن آزمايش برابر است با

... !
...

! !... !
r

r

n n n n n n n
n n n n n n

−− − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟=⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1 1 1

1 2 1 2 3
  

,معمولا اين مقدار را به صورت  ,..., r

n
n n n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠1 2

دليل . نمايش مي دهند و به آن يك ضريب چندجمله اي مي گويند

  .آن هم در قضيه چندجمله اي است كه ذيلا آورده شده است
  

  قضيه چندجمله اي  :6قضيه 

...

( ... ) ... ..., ,...,
r

r

n nn n
r r

rn n n n

n
x x x x x xn n n

+ + + =

⎛ ⎞⎟⎜+ + + = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑ 1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

  

,...,ي همه كه مجموع رو rn n1 هاي صحيح نا منفي است كه ...n n n nr+ + + =1   . باشد2
  
  توزيع توپ ها -5

, سه توپ به شماره هاي : 12 مثال ,1 2 اين كار به . مي خواهيم آن ها را بين دو ظرف متمايز توزيع كنيم.  داريم3
  ت؟چند طريق امكان پذير اس

# #

φ

φ

123
12 3
13 2
23 1
1 23
2 13
3 12

123
1 2

  

  
  . طريق امكان پذير است8اين كار به 
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  اصول شمارش

 nk ظرف متمايز توزيع كنيم ، اين كار به k توپ متمايز داشته باشيم و بخواهيم آن ها را ميان nاگر   :7قضيه 
  . پذير استطريق امكان

  
n مثالاين  در :) ادامه(12 مثال = k توپ متمايز و 3 = 32= به  توپ هايم و اين توزيعر ظرف متمايز دا2 8 

  .ستاطريق امكان پذير 
  

 ظرف متمايز توزيع كنيم ، اين كار به kما بين  توپ مشابه را nاگر بخواهيم   :8قضيه 
n

k

−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎝ ⎠

1
 طريق امكان 1

  .پذير است
 

x تعداد جواب هاي صحيح و مثبت معادله : 13 مثال y z+ + =    چندتا است؟8
 است ، لذا تعداد جواب هاي صحيح و مثبت اين معادله  ظرف متمايز3 توپ مشابه بين 8اين مساله معادل با توزيع 

برابر با 
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

8 1 7
213 1   . است2

  
 ظرف متمايز توزيع كنيم بگونه اي كه ظرف ها بتوانند خالي باشند ، k توپ مشابه را بين n اگر بخواهيم : 5 نكته

به اين كار 
n k

k

⎛ ⎞+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠

1
  . طريق امكان پذير است1

  
x تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله : 14 مثال y z+ + =    چندتا است؟8

 ظرف متمايز است بگونه اي كه ظرف ها بتوانند خالي باشند ، لذا 3 توپ مشابه بين 8اين مساله معادل با توزيع 

حيح و نا منفي اين معادله برابر با تعداد جواب هاي ص
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− ⎟⎟ ⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

108 3 1
4523   . است1
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