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 اصول پايايي برآورد گر ها 
 

)در حالت كلي يك نمونه تصادفي        ,..., )nX X=X ) با تابع چگالي توام      1 )f X x ديل  ك تب ـ بوسيله ي ـ .  داريم( )g=Y X    داده هـاي 
}ي  روي خانواده توزيع هالاين تبدي.مي كنيمجديد را توليد     : }f θ θ= ∈ΘP   ايـن گـروه از   .  يك گروه از تبـديلات بوجـود مـي آورد
 . نمايش مي دهيمGتبديلات را با

 
} فـرض كنيـد      : توزيع ها  پايايي خانواده  : }f θ θ= ∈ΘP         احتمـال بـراي       يـك خـانواده از توزيـع هـاي X     باشـد و G      يـك گـروه از 
θ پايا گوييم اگر براي هر       Gت گروه    را تح  Pخانواده  .  باشد Xتبديلات روي    ∈Θ    يك ، θ ′∈Θ      باشـد بطوريكـه    يكتا وجـود داشـته

( )g=Y X     داراي تابع چگالي f θ θدر اين صورت    .  باشد   ′ ) را با   ′ )g θ   نمايش مي دهيم و تبديلات بوجود آمده روي فـضاي پـارامتر
 .مي ناميمG را Gتبديلات گروه تحت 

 
}  خانواده  فرض كنيد  : تابع زيان  يپاياي : }f θ θ= ∈ΘP     تحت گروه تبديلات G  در ايـن صـورت تـابع زيـان          . پايا باشد( , )L θ δ  را 

g پايا گوييم اگر براي هر Gتحت گروه  ∈G و هرδ ∈D)برآوردگر هافضاي =D( يك *δ ∈D يكتا وجود داشته باشد بطوريكه 
*( , ) ( ( ), )L L gθ δ θ δ= 

) را با δ*در اين حالت  )g δ تبديلات گروه  نمايش مي دهيم و تبديلات بوجود آمده روي فضاي برآورد گرها تحتG را Gمي ناميم. 
 . پايا استG مساله تحت گروه تبديلات ، گوييم باشدپاياهم خانواده توزيع ها و هم تابع زيان در مساله استباط آماري ، اگر 

 
 :اصول پايايي 

)اگر ): تابعي( پايايي اندازه گيري -1 )δ X را براي برآورد θ بكار بريم ، طبيعي است ( ( ))g Xδ را براي برآورد ( )g θبكار بريم . 
يك ساختار از لحاظ پارامتر ، تابع چگالي و تابع زيان داشته باشند ، طبيعـي اسـت                  اگر دو مساله استنباط آماري      ): رسمي( پاياي ساختاري    -2

)روش يكساني را براي دو مساله بكار بريم ؛ يعني  ( ))gδ X برآورد را براي( )g θبكار بريم . 
 

)برآوردگـر  .  پايـا باشـد  G فرض كنيد مساله مورد نظر ما تحت گروه تبـديلات       :برآورد گر همپايا   )δ X    را تحـت گـروه تبـديلات G 
gهمپايا گوييم هرگاه براي هر  ∈G داشته باشيم ( ( )) ( ( ))g gδ δ=X X. 
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 . ناميده مي شودMRE مخاطره باشد ، بهترين برآورد گر همپايا آورد گر همپايايي كه داراي كمترين بر:بهترين برآوردگر همپايا
  پايا باشد آنگاهG تحت گروه تبديلات P اگر خانواده :لم 

 ( )[ ( ( ))] [ ( )]gE h g E hθ θ=X X 
 

همچنـين فـرض كنيـد بـراي هـر دو نقطـه       .  باشـد G يك برآورد گر همپايا در يك مساله پايا تحت گروه تبـديلات              δ فرض كنيد    :فضيه  
,θ θ ′∈Θ    تبديل ، g ∈G      وجود داشته باشد بطوري كه ( )gθ θ′ ) ؛ در ايـن صـورت   = , ) ( ( ), ) ( , )R R g Rθ δ θ δ θ δ′= = .

 . ثابت استθيعني مخاطره نسبت به 
 

θ,گروهي از تبديلات را كه براي هر دو نقطه           θ ′∈Θ   تبديلg ∈G        وجود داشته باشد بطوري كـه ( )gθ θ′ ؛ يـك گـروه انتقـالي       =
transitiveگويند . 

 
 MREاني توزيع هاك در خانواده م: 

 
) داراي چگلي    Xفرض كنيد    ) ( )f fθ θ= −x x      باشد كه در آن f    معلوم و θ اگر گروه تبديلات زيـر را در       . مكان مجهول است  امتر  ار پ
 :نظر بگيريم

 { | ( ) ( ,..., ) , }ng g x a x a a a= = + + = + ∈x xG 1 
 : به صورت زير تعريف شودG پايا باشد ، بايستي Gبراي اينكه خانواده توزيع ها تحت 

{ | ( ) , }g g a aθ θ= = + ∈G 
)برآورد حال اگر مساله  )h θ θ= مورد نظر باشد ، از ( ( )) ( ( ))g h h gθ θ=خواهيم داشت كه : 

{ | ( ) , }g g a aδ δ= = + ∈G 
 :تابع زيان پايا باشدواهد بود اگر خمساله ما پايا 

( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , ) ( )L L g g L a a Lθ δ θ δ θ δ θ δ ρ δ θ= = + + ⇔ = − 
)گر همپايا به فرم در اين حالت برآورد ) ( )a aδ δ+ = +X Xاست كه به آن برآوردگر همپاياي مكان مي گويند  . 

 
 همپايـا باشـد آنـست كـه         θ بـراي    δ هر برآوردگر همپاياي مكان باشد ، آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكـه برآوردگـر                  δ0 اگر   :قضيه  

( ) ( ) ( )Uδ δ= +X X X0 كه در آن ( )U Xهر تابعي است كه در شرط زير صدق كند :( ) ( )      ( , )U a U a+ = ∀X X X. 
 

) در شــزط  Uيــك تــابع   :قــضيه  ) ( )U a U+ =X X       صــدق مــي كنــد اگــر و فقــط اگــر بــراي n ≥  تــابعي از تفاضــلات   2
    ( ,..., )i i ny x x i n= − = −1 n باشد و براي 1 =  . تابعي ثابت باشد1

 
)لي  ا داراي چگ ـ  X فـرض كنيـد      :قضيه   ) ( )f fθ θ= −x x   باشـد و     ( ,..., )i i ny x x i n= − = −1 ) و   1 ,..., )nY Y −=Y 1 1 .

)همچنين تابع زيان به فرم       , ) ( )L θ δ ρ δ θ= فرض كنيـد بـراي   .  با مخاطره متناهي باشدθ يك برآوردگر همپاياي مكان براي    δ0و   −
)* عددي مانند    yهر   ) ( )v v=y y          موجـود باشـد كـه مقـدار ( )[ ( ) ( ) | ]E vθ ρ δ= −X y y0 ، در ايـن صـورت يـك         را مينـيمم كنـد     0

*:  عبارتست از θ مكان براي MREبرآوردگر  *( ) ( ) ( )vδ δ= −X X y0. 
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) اگر تابع زيان به فرم       :يجهتن , ) ( )L θ δ δ θ= − )* باشد آنگاه    2 ) ( ) [ ( ) | ]Eθδ δ δ== −X X X y0 0 ) و اگر    0 , ) | |L θ δ δ θ= − 
)*آنگاه ) ( ) [ ( ) | ]Medθδ δ δ== −X X X y0 0 0. 

 
 : مكان را از رابطه زير به دست آوردMRE اگر تابع زيان به فرم درجه دوم خطا باشد ، مي توان برآورد گر :برآورد گر پيتمن

*
( ,..., )

( )
( ,..., )

n

n

uf x u x u du

f x u x u du
δ

+∞

−∞
+∞

−∞

− −
=

− −

∫
∫

X 1

1

 

 
 : داريمθ اگر تابع زيان به فرم درجه دوم خطا باشد در اين صورت براي پارامتر مكان :قضيه 

) اگر   –الف   )δ X          هر برآورد گر همپاياي مكان با اريبي ثابت b    باشد آنگاه ( ) bδ −X            يك برآورد گر همپاياي مكـان نااريـب اسـت و 
)مخاطره كمتري نسبت به  )δ Xدارد . 

 .گر نا اريب است ، يك برآوردMRE برآورد گر يكتاي -ب
 . استMRE موجود و همپايا باشد ، آنگاه يك برآورد UMVU اگر برآوردگر –ج 
 

)فرض كنيد تابع زيان به فرم  :مخاطره نااريب , )L θ δگوييم برآورد گر .  باشدδ براي θيب است هرگاه را نا مخاطره 
[ ( , )] [ ( , )]     ( )E L E Lθ θθ δ θ δ θ θ′ ′≤ ∀ ≠ 

 
 MREدر خانواده مقياسي توزيع ها : 

 

)لي  ا داراي چگ  X فرض كنيد    ) ( ,..., )n
n

x xf fσ σ σ σ
=x اگـر گـروه    .  پـارامتر مقيـاس مجهـول اسـت        σ معلـوم و     f باشد كه در آن      11

  :تبديلات زير را در نظر بگيريم
{ | ( ) ( ,..., ) , }ng g cx cx c c= = = >x xG 1 0 

 : به صورت زير تعريف شودG پايا باشد ، بايستي Gبراي اينكه خانواده توزيع ها تحت 
{ | ( ) , }g g c cσ σ= = >G 0 

)حال اگر مساله برآورد  ) rh σ σ= مورد نظر باشد ، از ( ( )) ( ( ))g h h gσ σ=خواهيم داشت كه : 
{ | ( ) , }rg g c cδ δ= = >G 0 

 :مساله ما پايا خواهد بود اگر تابع زيان پايا باشد

( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , ) ( )r
rL L g g L c c L δσ δ σ δ σ δ σ δ γ

σ
= = ⇔ = 

)در اين حالت برآورد گر همپايا به فرم  ) ( )rc cδ δ=X Xاست كه به آن برآوردگر همپاياي مقياس مي گويند  . 
 
 همپايـا باشـد آنـست كـه      rσ بـراي    δ باشد ، آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكه برآوردگـر             rσ هر برآوردگر همپاياي     δ0 اگر   :ضيه  ق

( ) ( ) / ( )Uδ δ=X X X0 كه در آن ( )U Xهر تابعي است كه در شرط زير صدق كند :( ) ( )      ( , )U a U a= ∀X X X. 
 

ــضيه  ــابع :قـ ــزط U يـــك تـ ) در شـ ) ( )U c U=X X   ــراي ــر بـ ــر و فقـــط اگـ ــد اگـ ــي كنـ ــدق مـ n صـ ≥ ــسيمات 2 ــابعي از تقـ  تـ
/     ( ,..., ), / | |i i n n n nz x x i n z x x= = − =1 n باشد و براي 1 =  . تابعي ثابت باشد1
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) داراي چگالي توام     X فرض كنيد    :قضيه   ) ( )nf fσ σ σ
=

xx ) ها طبق تعريف فوق باشند و        iz باشد و  1 ,..., )nZ Z=Z همچنـين  . 1
)تابع زيان به فرم      , ) ( / )rL σ δ γ δ σ=   و δ0 يك برآوردگر همپاياي مقياس براي rσفرض كنيد براي هر .  با مخاطره متناهي باشدz 

)*عددي مانند    ) ( )w w=z z      موجود باشد كه مقدار ( )[ ( ) / ( ) | ]E wσ γ δ= X z z1 يـن صـورت يـك برآوردگـر         را مينيمم كند، در ا     0
MRE مقياس براي rσ عبارتست از  :* *( ) ( ) / ( )wδ δ=X X z0. 

 

) اگر – الف :نتيجه  , ) ( )rL δσ δ
σ

= −  : عبارتست ازrσ پارامتر MRE آنگاه 21

* ( ) [ ( ) | ]( )
[ ( ) | ]

E
E

σ

σ

δ δδ
δ
=

=

=
X X ZX

X Z
0 1 0

2
1 0

 

) اگر   -ب , ) | |rL δσ δ
σ

= * عبارتـست از   rσ پـارامتر    MRE آنگـاه    1− *( ) ( ) / ( )wδ δ=X X z0      كـه در آن *( )w z     هـر ميانـه - 
)مقياس  ) |δ X Z0 باσ =  . مي باشد1

 

) اگر :برآورد گر پيتمن , ) ( )rL δσ δ
σ

= −  : را مي توان از فرمول زير محاسبه كردrσ پارامتر MRE آنگاه  21

*
( ,..., )

( )
( ,..., )

n r
n

n r
n

v f vx vx dv

v f vx vx dv
δ

∞ + −

∞ + −
= ∫
∫

X
1

10
2 1

10

 

 
 MRE مقياسي توزيع ها– در خانواده مكان : 

 
 : پارامتر مقياسMREبرآوردگر 

, داراي چگالي    Xفرض كنيد     ( ) ( ,..., )n
n

x xf fθ σ
θ θ

σ σ σ
− −

=x θ, معلـوم و     fه در آن     باشد ك  11 σ      اگـر  .  پـارامتر مجهـول اسـت
  :گروه تبديلات زير را در نظر بگيريم

 { | ( ) ( ,..., ) , , }ng g a bx a bx a b a b= = + + = + + ∈ >x xG 1 0 
 :يف شود به صورت زير تعرG پايا باشد ، بايستي Gبراي اينكه خانواده توزيع ها تحت 

{ | ( , ) ( , ), , }g g a b b a bθ σ θ σ= = + ∈ >G 0 
)حال اگر مساله برآورد  , ) rh θ σ σ= مورد نظر باشد ، از ( ( , )) ( ( , ))g h h gθ σ θ σ=خواهيم داشت كه : 

{ | ( ) , }rg g b bδ δ= = >G 0 
 :مساله ما پايا خواهد بود اگر تابع زيان پايا باشد

( , ; ) ( ( , ); ( )) ( , ; ) ( , ; ) ( )r
rL L g g L a b b b L δθ σ δ θ σ δ θ σ δ θ σ δ γ

σ
= = + ⇔ = 

)اين حالت برآورد گر همپايا به فرم در  ) ( )ra b bδ δ+ =X Xاست  . 
 

)     حال اگر    ,..., )i i nY X X i n= − = −1 ) و   1 ,..., )nY Y=Y f آنگاه تابع چگالي توام      1 Y          متعلق به يـك خـانواده مقياسـي از 
* از رابطه    rσآورد  توزيع ها است لذا مي توان مانند قبل براي بر          *( ) ( ) / ( )wδ δ=X Y z0     كه در آن ( )δ Y0       هر برآورد گـر همپايـاي 
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) اســـت ؛ يعنـــي Yمقيـــاس بـــر اســـاس  ) ( )rb bδ δ=Y Y0 ــا 0 ) يـ ) ( )ra b bδ δ+ =X X0 0.( ,..., )nZ Z −=Z 1  عبارتـــست از 1
/i i nZ Y Y −= / و 1 | |n n nZ Y Y− − −=1 1 )* و 1 )w zهر مقداري است كه اميد شرطي زير را مينيمم كند : 

( )[ ( ) / ( ) | ]E wσ γ δ= Y z z1 0 
 

) اگر – الف :نتيجه  , ) ( )rL δσ δ
σ

= −  : عبارتست ازrσ پارامتر MRE آنگاه 21

* ( ) [ ( ) | ]( )
[ ( ) | ]

E
E

σ

σ

δ δδ
δ
=

=

=
Y Y ZX

Y Z
0 1 0

2
1 0

 

) اگر   -ب , ) | |rL δσ δ
σ

= * عبارتـست از   rσ پـارامتر    MRE آنگـاه    1− *( ) ( ) / ( )wδ δ=X Y z0      كـه در آن *( )w z     هـر ميانـه - 
)مقياس  ) |δ Y Z0 باσ =  . مي باشد1

 
 : پارامتر مكانMREبرآوردگر 

  :اگر گروه تبديلات زير را در نظر بگيريم
 { | ( ) ( ,..., ) , , }ng g a bx a bx a b a b= = + + = + + ∈ >x xG 1 0 

 :ت زير تعريف شود به صورG پايا باشد ، بايستي Gبراي اينكه خانواده توزيع ها تحت 
{ | ( , ) ( , ), , }g g a b b a bθ σ θ σ= = + ∈ >G 0 

)حال اگر مساله برآورد  , )h θ σ θ= مورد نظر باشد ، از ( ( , )) ( ( , ))g h h gθ σ θ σ=خواهيم داشت كه : 
{ | ( ) , , }g g a b a bδ δ= = + ∈ >G 0 

 :مساله ما پايا خواهد بود اگر تابع زيان پايا باشد

( , ; ) ( ( , ); ( )) ( , ; ) ( , ; ) ( )rL L g g L a b a b b L δ θθ σ δ θ σ δ θ σ δ θ σ δ ρ
σ
−

= = + + ⇔ = 
)در اين حالت برآورد گر همپايا به فرم  ) ( )a b a bδ δ+ = +X Xاست  . 

 
) فرض كنيد    :قضيه   )δ X0     هر برآوردگر همپاياي θ     باشد ؛ يعني ( ) ( )a b a bδ δ+ = +X X0 ) و   0 )δ X1   اي   هر برآوردگر همپايσ 

)باشد يعني    ) ( )a b bδ δ+ =X X1 ) در اين صورت برآوردگر      1 )δ X       مقياس است اگـر و فقـط اگـر          – همپاياي مكان در خانواده مكان 
( ) ( ) ( ) ( )wδ δ δ= −X X z X0 )     كــــــه در آن 1 ,..., )i i nY X X i n= − = −1 ) و1 ,..., )nZ Z −=Z 1   عبارتــــــست از1

/     ( ,..., )i i nZ Y Y i n−= = −1 1 / و 1 | |n n nZ Y Y− − −=1 1 1.  
 

* θ پارامتر   MRE برآوردگر   :نتيجه   *( ) ( ) ( ) ( )wδ δ δ= −X X z X0 )* است كه در آن      1 )w z           هر مقداري اسـت كـه اميـد شـرطي 
 :زير را مينيمم كند

( ), [ ( ) ( ) ( ) | ]E wθ σ ρ δ δ= = −X z X z0 1 0 1 

) اگر پس , ; ) ( )L δ θθ σ δ
σ
−

= * عبارتست ازθ پارامتر MRE آنگاه 2 *( ) ( ) ( ) ( )wδ δ δ= −X X z X0   كه در آن 1

,*

,

[ ( ) ( ) | ]
( )

[ ( ) | ]
E

w
E
δ δ
δ

=
X X Z

Z
X Z

0 1 0 1
2

0 1 1
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