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 گروه دانش آماري
 85شهريور 

 
 نظام اعداد

نشان مي دهند ...  وB و Aمعمولا مجموعه را با يك حرف بزرگ مثل .گردايه اي از اشياء مجموعه ناميده مي شود : مجموعه
  .… , a , b , cو عناصر آن مجموعه را با حروف كوچك نشان مي دهند مثل 

 
 :ضرب دو مجموعه به شكل زير تعريف مي شود

},|),{( BbAabaBA ∈∈=×  
 :زير توجه كنيدرابطه اي مثال به بر . گوييمB به A را يك رابطه از ×BAهر زير مجموعه از  : رابطه

 
 : به شكل زير نوشته مي شودfدر اين صورت رابطه 

)},3(),,2(),,1{( yxxf =  
 است كه در آن هيچ دو زوج مرتبي با مولفه هاي اول B به A يك رابطه از B در مجموعه Aيك تابع از مجموعه  : تابع

 .وم غير يكسان ديده نمي شوديكسان و مولفه هاي د
 . كه در شكل بالا داده شده است ، يك تابع استfرابطه 

 نمايش داده مي شود و داراي دو > رابطه اي است ، كه با Aيك ترتيب بر .  يك مجموعه باشد Aفرض كنيد  : ترتيب
 :خاصيت زير است

 :و فقط يكي از گزاره هاي زير درست است فقط ∋Ay و ∋Ax اگر -1
x<y ,    x=y   , y<x 

Azyx اگر -2  .x<z آنگاه y<z و x<y و ,,∋

A B 

x

y 
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 دانش آماري
 .مجموعه مرتب مجموعه اي است كه يك رابطه ترتيب بر آن تعريف شده باشد : مجموعه مرتب

 

),(فرض كنيد  : كران بالا <A يك مجموعه مرتب و AB   گوييم هرگاهB را يك كران بالا براي مجموعه ∋Aa. باشد  ⊇
ab     Bb ≤∈∀ ,  

 

),(فرض كنيد  : كران پايين <A يك مجموعه مرتب و AB   گوييم هرگاهB براي مجموعه  را يك كران پايين∋Aa. باشد  ⊇
ba     Bb ≤∈∀ ,  

 

),(فرض كنيد :  ، كوچكترين كران بالا سوپريمم <Xو   يك مجموعه مرتبXE  را كوچكترين كران بالا X∈α .باشد ⊇
 : گوييم هرگاهEبراي مجموعه 

1- αعه  كران بالاي مجموEباشد . 
 . نباشدE كران بالاي β آنگاه β<α اگر -2

 .sup(E=α(:در اين صورت مي نويسيم
 

EEاگر  : ماكزيمم ∈= )sup(α در اين صورت α را عضو ماكزيمم مجموعه Eمي گوييم . 
 

),(فرض كنيد :  ، بزرگترين كران پايين اينفيمم <Xو  وعه مرتب يك مجمXE  را بزرگترين كران پايين X∈α .باشد ⊇
 : گوييم هرگاهEبراي مجموعه 

1- α كران پايين مجموعه Eباشد . 
 . نباشدE كران پايين β آنگاه α<β اگر -2

 .inf(E=α(:در اين صورت مي نويسيم
 

EEاگر : مينيمم ∈= )inf(α در اين صورت αيمم مجموعه  را عضو مينEمي گوييم . 
 

 نكته
  داده شده باشد ، آنگاه ε<0 و sup(E=α( اگر -1

αεα ≤<−∈∃ x       stEx  
  داده شده باشد ، آنگاهε<0 و inf(E=α( اگر -2

εαα +<≤∈∃ x       stEx  
 . سوپريمم و اينفيمم يك مجموعه در صورت وجود منحصر به فردند-3
RBA اگر -4  : هردو ناتهي و از بالا كراندار باشند ، تعريف مي كنيمA,B و ,⊇

},|{ BbAabaBA ∈∈+=+ 
)sup(در اين صورت  BA   وجود دارد و+

)sup()sup()sup( BABA +=+  
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 دانش آماري
 : داراي كوچكترين كران بالا است ؛ بعبارتيRهر زير مجموعه ناتهي و از بالا كراندار در : اعداد حقيقي) اصل كمال (اصل تاميت

RA    bx  Ax  Rb    RA ∈=∃⇒≤∈∀∈∃⊆≠ )sup(,, αφ  
 

مشخص  با دو عملگر  كه عملگر جمع و ضرب ناميده مي شوند و اصول ميدان زير را Fميدان عبارت است از يك مجموعه  : ميدان
 مي كنند

 

A ( اصول جمع 
 .است F در x+y آنگاه جمع آنها ∋Fy و ∋Fx اگر -1
  .F ها در x,y به ازاي همه x+y=y+x:  جمع جابجايي پذير است -2
 .F ها در x,y,z به ازاي همه z=x+(y+z)+(x+y): جمع شركت پذير است  -3
4- F 0رد بطوري كه  دا0 يك عنصر+x=x به ازاي همه x ها در F.  
  .x+ (-x)=0مربوط مي شود كه   Fدر  x- يك F در x براي هر -5

 

M ( اصول ضرب 
 .است F در xy آنگاه ضرب آنها ∋Fy و ∋Fx اگر -1
  .F ها در x,y به ازاي همه xy=yx: جابجايي پذير است ضرب  -2
 .F ها در x,y,z به ازاي همه z=x (yz) (xy):  جمع شركت پذير است -3
4- F 1 دارد بطوري كه 0≠1 يك عنصرx=x به ازاي همه x ها در F.  
  .x (1/x)=1مربوط مي شود كه   Fدر  x/1 يك F در x≠0 براي هر -5

 

D ( خاصيت توزيع پذيري 
x(y+z)=xy+xz به ازاي هر x,y,z در Fبرقرار است . 

 

 :است كه مجموعه مرتب هم مي باشد ، بطوريكه Fيك ميدان مرتب يك ميدان  : ميدان مرتب
  .x+y<x+z آنگاه y<z باشند و F در x,y,z اگر -1
  .xy>0 آنگاه x,y>0 باشند و F در x,y اگر -2

 

  : خاصيت ارشميدوسي اعداد حقيقي
Ryxاگر) الف   .nx>yح مثبت وجود دارد بطوري كه  آنگاه يك عدد صحيx>0 و ,∋

Ryxاگر ) ب    .x<p<y بطوريكه ∋Qp آنگاه وجود دارد x<y و ,∋
 
 

 : خاصيت ارشميدوسي اعداد حقيقي نتيجه

x
n

        stNn       Rx <∈∃∈∀ + 1, 
 

xynعداد حقيقي وجود دارد كه  در اy، فقط و فقط يك n>0  و هر عدد صحيح x>0براي هر عدد حقيقي : قضيه =. 
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 دانش آماري
 : تايي مرتب به فرم زير است k عبارت از مجموعه k ، Rkبراي هر عدد صحيح مثبت  : فضاهاي اقليدوسي

x=(x1,x2,...,xk) 
 . ناميده مي شوندx  اعداد حقيقي هستند و مختصات x1,x2,...,xkكه 

 :زير تعريف مي شود به صورت Rkضرب داخلي در  : ضرب داخلي

∑
=

=⇒∈
k

i
ii

k yxR
1

., yxyx 
 

 : نمايش داده مي شود و به صورت زير تعريف مي شود كه با نماد Rkنرم تابعي است بر  : Norm نرم

∑
=

==

∞→

k

i
i

k

x

R  

1

22
1

).(

),0[:.

xxxx a
 

 

 . تا مبدا اين فضا مي باشدx فاصله x ، نرم Rk در xبراي هر  : نكته
 

  :خواص نرم

1- 0, ≥∈∀ xx     Rk  
2- )0,...,0,0(0 ==⇔= 0xx  
3- Rc     cc ∈= ,xx  

4- kR      ∈∀≤ yxyxyx ,,.  

5- kR     ∈∀+≤+ yxyxyx ,,  

6- kR     ∈∀+≤− yxyxyx ,,  

7- kR     ∈∀−+−≤− zyxzyzxyx ,,,  
 
 

 مباني توپولوژي
 

RXXdتابع .  يك مجموعه نا تهي باشدXفرض كنيد  : متر  : هر گاه در شرايط زير صدق كندگوييم Xبر  را يك متر :×→
1- 0),(,, ≥∈∀ yxd    Xyx 
2- 0),( =⇔= yxdyx 
3- ),(),( xydyxd = 
4- ),(),(),(,,, yzdzxdyxd  Xzyx +≤∈∀ 

 

d(x,y)  فاصله بين راx,yنامند . 
 

 .گوييمرا يك فضاي متري ) X,d( باشد ، در اين صورت X متر بر  يكd يك مجموعه ناتهي باشد و Xاگر  : فضاي متري
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 دانش آماري
 :مثال 

),(متر اقليدوسي به فرم زير تعريف مي شود و فضاي  kRرا فضاي متريك اقليدوسي گوييم . 

yxyxyx −=

→×

),(),(
:

d
RRRd kk

a
 

 :متر گسسته به فرم زير تعريف مي گردد

⎩
⎨
⎧

=
≠

=

→×

yx
yx

yxd

RXXd

0
1

),(

:
 

 

kREمجموعه : محدبمجموعه  10 و  ,E∈yx را محدب گوييم هرگاه ⊇ << λ آنگاه  
E∈−+ yx )1( λλ  

 

 : باشندX يك فضاي متري باشد و همه نقاط و مجموعه هاي ذكر شده در زير ، عناصر و زير مجموعه هاي Xفرض كنيد  : تعريف
 شعاع همسايگي rبه عدد .  صدق مي كنندd(p,q)<r ،  r>0 هايي است كه در q ، مجموعه اي شامل همه pهمسايگي  يك -1

 . نمايش مي دهيمNr(p)گويند و همسايگي را با نماد 
}),(,|{)( rpxdXxxpNr <∈= 

2- p يك نقطه حدي مجموعه E است هرگاه هر همسايگي p شامل نقطه اي از مجموعه ، E غير از p مجموعه نقاط حدي .باشد E 
 . نمايش مي دهيم′Eرا با نماد 

 .مجموعه گويند) تكين(اگر نقطه اي حدي نباشد آنرا نقطه تنها  -3
4- E را بسته گوييم هرگاه شامل تمام نقاط حدي خود باشد ) .EE ⊆′( 

5- pيك نقطه دروني مجموعه E همسايگييك  است هرگاهN حول p وجود داشته باشد بطوري كه EN  مجموعه نقاط .⊇
 .نشان مي دهيمoE ناميم و با نماد E را درون Eدروني 

6- Eرا باز گوييم هرگاه هر نقطه آن دروني باشد ) .EE =o( 

 . نشان مي دهيمEc و آنرا با نماد ∌Epست كه  اp مجموعه همه نقاطي مثل Eمكمل  - 7
8- E را كامل گوييم هرگاه بسته باشد و هر نقطه آن حدي باشد )EE =′( 

9- E را كراندار گوييم هرگاه عدد حقيقي مثل M و نقطه اي مثل Xq∈ وجود داشته باشد بطوري كه d(p,q)<M به ازاي هر 
Ep∈.  
10- E در X چگال است هرگاه هرنقطه X يا در E باشد يا يك نقطه حدي Eباشد ).EEX ′⊆ U( 

 

 .هر همسايگي يك مجموعه باز است : قضيه
 

 . شود را شامل ميE بينهايت از نقاط p باشد آنگاه هر همسايگي E يك نقطه حدي pاگر  : قضيه
 

 .در فضاهاي متري ، مجموعه هاي متناهي نقطه حدي ندارند : هيجنت
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 دانش آماري
 . باز است اگر و تنها اگر مكمل آن بسته باشدE : قضيه

 

  :قضيه
 .دلخواه از مجموعه هاي باز ، باز استماع هر تعداد تاج -1
 .اشتراك تعداد متناهي از مجموعه هاي باز ، باز است -2
 .اه از مجموعه هاي بسته ، بسته است اشتراك هر تعداد دلخو-3
 . اجتماع تعداد متناهي از مجموعه هاي بسته ، بسته است-4

 

),(اگر  : بستار dX يك فضاي متري و XE EEE عبارتست از E باشد ، بستار Eمجموعه نقاط حدي ′Eو ⊇ ′= U. 
 

  :E خواص بستار
1- Eبسته است. 
EE بسته است اگر و فقط اگر E  مجموعه -2 =. 

3- E كوچكترين مجموعه بسته شامل Eمي باشد . 
 

  .E∈α آنگاه sup(E=α(اگر .  زير مجموعه اي نا تهي از اعداد حقيقي باشدEفرض كنيد  : قضيه
 

),(اگر  : زير فضا dX يك فضاي متري باشد و XY ),( باشد ، در اين صورت ⊇ dYآن زير  نيز يك فضاي متري است كه به 
 .متري گفته مي شودفضاي 

 

),(فرض كنيد : قضيه dX يك فضاي متري و XY YE باشد و ⊇ ⊆ ،E در Y باز است اگر و تنها اگر WYE I= كهW 
 . باز استXدر 

 
),(فرض كنيد : پوشش dX يك فضاي متري و XE }و ⊇ } Γ∈ααV دسته اي از زير مجموعه هاي X باشند بقسمي كه 

α
α

VE
Γ∈

⊆ U . در اين صورت{ } Γ∈ααV را يك پوشش براي Eگوييم . 
}اگر  : پوشش باز } Γ∈ααV يك پوشش براي Eباشد و براي هر  α ، Vαباز باشد ، به آن پوشش باز گوييم. 

 

 .اهي باشدنت داراي يك زير پوشش مE فشرده گويند هرگاه هر پوشش باز X را در فضاي متري Eر مجموعه زي : مجموعه فشرده
 

),(فرض كنيد : قضيه dX يك فضاي متري و XY YE باشد و ⊇  X در E اگر وتنها اگر  فشرده استY در E، آنگاه  ⊇
 .شدفشرده با

 

 .زير مجموعه هاي فشرده در فضاهاي متري بسته اند : قضيه
 

 .زير مجموعه هاي بسته مجموعه هاي فشرده ، فشرده اند : قضيه
YE فشرده باشد آنگاه E بسته و Yاگر  : نتيجه Iفشرده است. 
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 دانش آماري
  :قضيه

 . اشتراك هر تعداد دلخواه از مجموعه هاي فشرده ، فشرده است-1
 .اجتماع تعداد متناهي از مجموعه هاي فشرده ، فشرده است -2

 

 : باشد ، آنگاه گزاره هاي زير معادل اندRk زير مجموعه Eهر گاه  :  برل–قضيه هاينه 
 . فشرده استE –ب   . بسته و كراندار استE –الف 

 . داردE يك نقطه حدي در E هر زير مجموعه نا متناهي –ج 
 

}{اگر  : قضيه αK يك مجموعه از زيرمجموعه هاي فشرده در فضاي Xه باشد بطوري كه اشتراك هر تعداد متناهي از زير مجموع 
 . نا تهي استαKIها نا تهي باشد ، آنگاه 

 

}{اگر  : نتيجه αK1  يك دنباله از مجموعه هاي فشرده ناتهي باشد بطوري كه+⊇ nn KK )n=1,2,… ( آنگاهI
∞

1 nK نا تهي 
 .است

 

 . بعدي ، فشرده استkهر حجره  : قضيه
 

 . داردK يك نقطه حدي در E باشد، آنگاه K زير مجموعه اي نا متناهي از E فشرده و Kاگر  : قضيه
 

 . داردRk يك نقطه حدي در Rk هر زير مجموعه نا متناهي از : )قضيه وايراشتراس(نتيجه 
 

(قسمت .  باشد]1,0[  بازهE0فرض كنيد  : مجموعه كانتور
3
2,

3
 : را اجتماع دو بازه زير قرار دهيدE1 را حذف كنيد )1

]1,
3
2[],

3
1,0[ 

 ها با ويژگي Enاين كار را ادامه دهيد تا دنباله . زه ها قرار دهيد را اجتماع باE2يك سوم مياني هر يك از اين بازه ها را حذف كنيد و 
 :هاي زير بدست آوريم

1- ...21 ⊃⊃ EE 
2- En 2 اجتماعn 3 بازه است كه هريك طول-nدارند . 

Iمجموعه 
∞

=

=
1n

nEPمجموعه . مجموعه كانتور ناميده مي شود Pفشرده و ناتهي است . 
 

BA و BAI ناميده مي شوند اگر جدا از هم X از فضاي متري B و Aدو مجموعه  : جدا از هماي مجموعه ه I هر دو تهي 
 .باشند

 

XEمجموعه  : مجموعه همبند  . جدا از هم ناتهي نباشد ي همبند است اگر اجتماع دو مجموعه⊇
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 دانش آماري
  و سريدنباله

 

هر يك از اعداد دنباله يك جمله . دنباله مجموعه اي مرتب از اعداد است كه در تناظر يك به يك با اعداد طبيعي هستند : دنباله
},,{...,دنباله به شكل . ناميده مي شود 321 aaa يا }{ na و يا ∞

=1}{ nnaنمايش داده مي شود . 
 

),(اگر  : گراييهم dX و فضاي متري يك }{ na دنباله اي از نقاط Xگوييم دنباله  باشد ، }{ na همگرا به Xa∈ است هرگاه : 
εε <⇒≥∀>∃>∀ ),(00 aad       Nn       stN    n  

aanو با نماد  aann يا →
=

∞→
limاگر . نشان مي دهيم }{ naهمگرا نباشد ، واگرا ناميده مي شود . 

 

}1/{مثلا دنباله .  هم ربط داردXهمگرايي دنباله فقط به خود دنباله مربوط نيست ، بلكه به فضاي  : نكته n در Rگرا است  به صفر هم
 . واگرا استX=)1,0[اما همين دنباله در فضاي 

 

}{دنباله  : دنباله كراندار naهر گاه م را كراندار گويي  
Nn  aNa     stXa      M Mn ∈∀∈∈∃>∃ )(,0 

 .مجموعه نقاط دنباله ، برد دنباله ناميده مي شود و اين مجموعه ترتيب ندارد : برد دنباله
 

  :قضيه
}{ اگر -1 naمگرا به  هa باشد آنگاه هر همسايگي aفقط شامل تعداد متناهي از نقاط دنباله نمي باشد . 
 . حد دنباله در صورت وجود منحصر به فرد است-2
 . هر دنباله همگرا ، كراندار است-3
aan اگر -4 ),( آنگاه دنباله → aadc nn  . همگرا به صفر است=
}{ مثل E باشد ، آنگاه دنباله اي از نقاط مجموعه E يك نقطه حدي مجموعه aاگر  -5 na وجود دارد كه به aهمگرا است . 

 

}{فرض كنيد  : قضيه ntو }{ ns دنباله اي از اعداد مختلط باشند ، و ttn ssn و→   آنگاه→
1- tsts nnn

+=+
∞→

)(lim  

2- cscsnn
=

∞→
)(lim  

3- stts nnn
=

∞→
)(lim  

 . مخالف صفر باشندs ها و snو اگر 

4-
ssnn

1)1(lim =
∞→

 

  :قضيه
kفرض كنيد 

n R∈x) n=1,2,… (كه در آن),...,( ,,1 nknn xx=x 
}{و در اين صورت nx به ),...,( 1 kxx=xهمگراست اگر و تنها اگر  

kj     xx jnjn
≤≤=

∞→
1lim , 
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∞فرض كنيد  : زير دنباله

=1}{ iin يك دنباله از اعداد طبيعي با خاصيت ...... 121 <<<<< +ii nnnn آنگاه دنباله  باشد
,...,,...,,,

1321 +ii nnnnn aaaaa يك زير دنباله ، }{ na و معمولا با نماد  ناميده مي شود∞
=1}{ ini

aنشان داده مي شود . 
 

}{دنباله  : نكته naهمگرا است اگر و فقط اگر تمام زير دنباله هاي آن فقط به يك عدد همگرا باشند . 
 

}{اگر  : قضيه na در فضاي متري فشرده  دنباله ايX باشد آنگاه }{ naداراي زير دنباله اي همگرا مي باشد . 
 

 . داراي يك زير دنباله همگرا استRkهر دنباله كراندار در  : نتيجه
 

}{گوييم دنباله : دنباله كشي na در فضاي متري Xصدق مي كند هرگاه  كشي در شرط : 
εε <⇒≥∀>∃>∀ ),(,00 mn aad     Nmn      stN    

 

 .هر دنباله همگرا ، كشي است ، اما هر دنباله كشي همگرا نيست : نكته
 

 هستند ، قرار E در p,q كه d(p,q) را مجموعه همه اعداد حقيقي S باشد ، X يك زير مجموعه از فضاي متري Eفرض كنيد  : قطر
 . ناميده مي شودE ، قطر مجموعه Sسوپريمم . دهيد

},:),(sup{diam EqpqpdE ∈= 
 

 .قطر ممكن است نا متناهي باشد : نكته
 

  :قضيه

  باشد ، آنگاهX در فضاي متري E بستار E اگر -1

EE diamdiam = 
∞اگر  -2

=1}{ nnK 1 دنباله اي از زيرمجموعه هاي فشرده باشند به قسمي كه+⊇ nn KK 0وdiamlim =
∞→ nn

K آنگاه اشتراك 

Kn ها )I
∞

=1n nK (از يك نقطه تشكيل شده است. 
 

 :نكته
 . هر دنباله همگرا ، كراندار است-1
 . هر دنباله كشي ، كراندار است-2
 . هر دنباله كشي در فضاي فشرده ، همگرا است-3

 

}{فرض كنيد  : قضيه naه اي كشي باشد كه داراي يك زير دنباله همگرا باشد ، آنگاه همگرا است دنبال. 
 

 . را تام گوييم هرگاه هر دنباله كشي در اين فضا ، همگرا به نقطه اي از فضا باشدXفضاي متري : فضاي تام
 

 .زير مجموعه هاي فضاهاي متري تام ، تام هستند : نكته
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}{دنباله  : دنباله صعودي na 1 را صعودي گوييم هرگاه+≤ nn aa به ازاي n=1,2,3,….  

 

}{دنباله  : دنباله نزولي na 1 را نزولي گوييم هرگاه+≥ nn aa به ازاي n=1,2,3,….  
 

 .دنباله را يكنوا گوييم هرگاه صعودي يا نزولي باشد : دنباله يكنوا
 

}{دنباله : اله صعودي اكيددنب na 1 را صعودي اكيد گوييم هرگاه+< nn aa به ازاي n=1,2,3,….  
 

}{دنباله : دنباله نزولي اكيد na 1 را نزولي اكيد گوييم هرگاه+> nn aa به ازاي n=1,2,3,….  
 

 .يكنوا همگرا است اگر وفقط اگر كراندار باشدهر دنباله  : قضيه
 

}{فرض كنيد  : حد بي نهايت ns براي هر عدد حقيقي :  يك دنباله از اعداد حقيقي با ويژگي زير باشدM يك عدد صحيح مثل N 
Nnوجود داشته باشد كه به ازاي هر  Msn داشته باشيم ≤  .ns→∞+ آنگاه مي نويسيم ≤

Nn وجود داشته باشد كه به ازاي هر  N يك عدد صحيح Mبه طور مشابه اگر براي هر  Msn داشته باشيم ≤  آنگاه مي ≥
 .ns→∞−نويسيم 

 

}{باله اگر دن : حدود بالا و پايين دنباله na ، كراندار باشد E را مجموعه همه x هايي تعريف مي كنيم كه xa
kn به ازاي  (→

}{همه زير دنباله هاي na(  .  
}{ را حد بالاي دنباله Eسوپريمم  na گوييم و با نماد nn

asuplim
∞→

}{ در صورتي كه دنباله . نشان مي دهيم*a يا  na از بالا كراندار 
=∞+نباشد مي نويسيم 

∞→ nn
asuplim. 

}{ را حد پايين دنباله Eاينفيمم  na گوييم و با نماد nn
ainflim

∞→
}{در صورتي كه دنباله .  نشان مي دهيم*a يا  na از پايين كراندار 

=∞−نباشد مي نويسيم 
∞→ nn

asuplim. 

 
 

}{دنباله  : نكته na همگرا به a است اگر وتنها اگر aaa nnnn
==

∞→∞→
supliminflim. 

 

}{اگر  : قضيه na و }{ nbيقي باشند به طوري كه به ازاي هر  دو دنباله از اعداد حقn>N)   كهNعدد طبيعي ثابتي است ( ،
nn ba   آنگاه≥

nnnn
ba suplimsuplim

∞→∞→
≤ 

nnnn
ba infliminflim

∞→∞→
≤ 
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  :قضيه

1- 01lim0 =⇒>
∞→ pn n

p  

2- 1lim0 =⇒>
∞→

n
n

pp  

3- 1lim =
∞→

n
n

n  

4- 0lim,1 =⇒∈>
∞→ nn p

nRp
α

α  

5- 0lim1|| =⇒<
∞→

n

n
xx  

 

∑ند و با نماد يمجموعه يك دنباله نامتناهي را سري نامتناهي گو : سري
∞

=1n
naنمايش مي دهند . 

 

}{دنباله  : دنباله مجموع جزيي ns با تعريف ∑
=

=
n

i
in as

1
∑ دنباله مجموع جزيي سري 

∞

=1n
naگوييم . 

}{(هرگاه دنباله مجموع جزيي  : گرايي سريمه nsهمگرا به ) با تعريف فوقs باشد ، گوييم سري ∑
∞

=1n
na همگرا است و مي 

saنويسم 
n

n =∑
∞

=1
 . ؛ در غير اين صورت گوييم سري واگرا است

 

 وجود داشته باشد به طوري N، عدد صحيحي مثل ε<0 همگرا است اگر وتنها اگر به ازاي هر naΣ :  شرط كشي سري– قضيه
Nmnكه  ≥∀ ∑≥ε داشته باشيم , =

m
ni ia.  

 

0lim همگرا باشد آنگاه naΣاگر  : قضيه =
∞→ nn

a. 
 

 .مجموع جزيي آن كراندار باشددنباله سري با جملات نا منفي همگراست اگر و تنها اگر  : قضيه
 

  : آزمون مقايسه
Nnبه ازاي هر   اگر-1 ≥، nn ba ≤≤  . است نيز همگراnaΣ همگرا باشد آنگاه nbΣ، اگر 0||
Nnبه ازاي هر اگر  -2 ≥،  nn dc  . نيز واگرا استndΣ واگرا باشد آنگاهncΣاگر  ، 0≥≥

 

  : آزمون تراكم كشي
}{فرض كنيد كه  na21......0 به قسمي كه  باشد يك دنباله از اعداد حقيقي ≥≥≥≥≥ naaa آنگاه ∑∞

=1n na و 

∑∞

=1 2
2k

k
kaيا هر دو همگرا يا هردو واگرا هستند . 

 

p-سري  :  سري∑ pn
  .p≤1 و واگراست اگر p>1 سري ناميده مي شود همگراست اگر – p كه 1
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  :آزمون ريشه

n يك سري با جملات دلخواه باشد و naΣاگر 
nn

a ||suplim
∞→

=α 
 . همگرا استnaΣ آنگاه سري α<1 اگر -1
 . واگرا استnaΣ آنگاه سري α>1 اگر -2
 . آنگاه آزمون كاربرد نداردα=1 اگر-3

 

  :آزمون نسبت
 ملات دلخواه باشد و يك سري با جnaΣاگر 

1suplim اگر -1 1 <+

∞→ n

n
n a

a آنگاه سري naΣهمگرا است . 

n≥N،  11 ي كه به ازاي هر Nاگر وجود داشته باشد  -2 ≥+

n

n

a
a  آنگاه سريnaΣ  استواگرا. 

 

 .آزمون ريشه از آزمون نسبت قوي تر است : نكته
 

}{به ازاي هر دنباله  : قضيه naاز اعداد مثبت  
n

n
n

n c
c

c infliminflim 1 ≤+ 

n

nn
n c

cc 1suplimsuplim +≤ 

}{اگر دنباله  :سري تواني nc از اعداد مختلط داده شده باشد ، سري ∑
∞

=0n

n
n xcيك سري تواني حول صفر گفته مي شود . 

 

nاگر  : قضيه
n xcΣ يك سري تواني باشد و n

nn
c ||suplim

∞→
=α و α/1:=r)  اگرα ، صفر باشد r=∞ و اگر α بي نهايت 

 :آنگاه)   r=0باشد ، 
rx اگر -1 n آنگاه >

n xcΣهمگرا است . 
rx اگر -2 n آنگاه <

n xcΣواگرا است . 
rx اگر -3  .آزمون كاربردي ندارد آنگاه =

 

}{اگر دو دنباله  : فرمول جمع بندي جزيي naو}{ nb داده شده باشد ، به ازاي n≥0 قرار مي دهيم : 

∑
=

=
n

k
kn aA

0
 

01و =−A آنگاه به ازاي هر qp  : داريم0≥≥

ppqq
q

pn nnn
q

pn nn bAbAbbAba 1
1

1)( −
−

= +=
−+−= ∑∑ 
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  :نكته

∑ هر دو همگرا باشند آنگاه nbΣ و naΣ اگر -1 + )( nn baنيز همگرا خواهد بود . 
 . نيز همگرا خواهد بودncaΣ همگرا باشد آنگاه naΣ اگر -2

 

 فرض كنيد : قضيه
1- }{ naه مجموع جزيي آن يعني  دنباله اي باشد كه دنبال}{ nAكراندار باشد  
2- }{ nb 321...0 دنباله اي با ويژگي ≥≥≥≥ bbbباشد  
3- 0lim =

∞→ nn
b 

 . همگرا استnnbaΣآنگاه 
 

}{اگر : آزمون سري هاي متناوب -نتيجه  ncدنباله اي اعداد حقيقي باشد به قسمي كه  
1- ...321 ≥≥≥ ccc 
2- ,...3,2,1,0,0 122 =≥≤ − m    c     c mm 
3- 0lim =

∞→
nn

c 
 .همگرا استncΣآنگاه سري 

 

|| به طور مطلق همگرا است هرگاه naΣگوييم سري  : همگرايي مطلق naΣهمگرا باشد . 
 

 .همگرا است، سري به طور مطلق همگرا هر  : نكته
 

 .اه هر تجديد آرايش سري نيز همگرا استاگر يك سري به طور مطلق همگرا باشد ، آنگ : قضيه
 

∑ داده شده باشد، قرار مي دهيم nbΣ و naΣاگر دو سري  : ضرب دو سري = −= n
k knkn bac  ضرب ncΣدر اين صورت  . 0

 .دو سري داده شده ناميده مي شود
 

 فرض كنيد  : قضيه
1- ∑∞

=0n kaبه طور مطلق همگرا است  
2- Aan k =∑∞

=0 
3- Bbn k =∑∞

=0 
4- ∑ = −= n

k knkn bac 0 
ABcnآنگاه  =Σ. 
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 پيوستگي 

 
),(فرض كنيد  : حد تابع dX و ),( dY YXf متري باشند و  دو فضاي′ XEاگر .  يك تابع باشد:→  يك نقطه pو ⊇

 : است هر گاه∋Yq برابر با p در نقطه f باشد ، گوييم حد تابع Eحدي 
εδδε <′⇒<∈∀>∃>∀ )),((),(,00 qxfd       pxd      Ex      st    

qxfو مي نويسيم  px وقتي )(→ qxf يا مي نويسيم→
px

=
→

)(lim. 
 

 .در صورت وجود ، منحصر به فرد استحد تابع در يك نقطه  : نكته
 

  باشد با برابر با مقدار تابعp در نقطه f پيوسته گوييم هرگاه حد تابع p را در نقطه fتابع  : پيوستگي
)()(lim pfxf

px
=

→
 

 . ناپيوسته استpر  دfاگر چنين نباشد گوييم تابع 
 

YXfفرض كنيد كه  : قضيه XE يك تابع و:→ Ep و⊇ ′∈ ، qxf
px

=
→

)(lim اگر و تنها اگر به ازاي هر دنباله }{ nx 
pxnكه E نقاط از qxf داشته باشيم → n →)(. 

 

YXfفرض كنيد كه  : قضيه ZYg پيوسته باشد و ∋Xp در :→ Ypf در :→ پيوسته باشد آنگاه )(∋
ZXgof  . پيوسته استp در :→

 

YXfفرض كنيد كه  : قضيه →: ،f بر X پيوسته است اگر و تنها اگر به ازاي هر مجموعه باز V در Y ، )(1 Vf  باز X در −
 .باشد

 

 .توابع پيوسته مجموعه فشرده را به مجموعه فشرده و مجموعه همبند را به مجموعه همبند مي برد : نكته
 

RXfتابع  : تابع كراندار   گوييم هرگاه را كراندار:→
Mxf   Xx    stM ≤∈∀>∃ |)(|0 

 

RXfهر تابع پيوسته مثل  : قضيه مقدار اكسترمم  . به ماكزيمم و مي نيمم خود مي رسدX بر مجموعه فشرده :→
 

  پيوسته يكنواخت گوييم هرگاهX را را بر fتابع  : پيوستگي يكنواخت
εδδε <′⇒<∈∀>∃>∀ ))(),((),(,,00 yfxfd       yxd      Xyx      st    

 
 

 . پيوسته يكنواخت ، پيوسته استهرتابع : نكته
 

YXfاگر  : قضيه  . پيوسته يكنواخت استX بر f فشرده باشد آنگاه X تابعي پيوسته و :→
 

 . پيوسته يكنواخت استX بر f پيوسته باشد آنگاه X بر مجموعه متناهي fاگر  : نكته
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Rbafفرض كنيد  : قضيه مقدار مياني Aafيك تابع پيوسته باشد، اگر:],[→ Bbf و )(=  يك عدد حقيقي C و )(=

],[ در بازه c باشد آنگاه عدد B و Aبين  ba وجود دارد طوري كه Ccf =)(. 
 

),( بر fفرض كنيد تابع :حد چپ و راست baشده باشد تعريف   
bxaفرض كنيد  -1 qxf را با نماد x در نقطه fحد راست تابع  در اين صورت ≥>  تعريف مي كنيم هرگاه )(+=

qtf n }{به ازاي هر دنباله )(→ ntدر),( bx كه xtn → . 
bxaفرض كنيد  -2 qxf را با نماد x  در نقطه fحد چپ تابع  در اين صورت >≥  تعريف مي كنيم هرگاه )(−=

qtf n }{به ازاي هر دنباله )(→ ntدر),( xa كه xtn →.  
 

)()(lim)( وجود دارد هرگاه pحد تابع در نقطه  : نكته tfxfxf
xt→

=+=−. 
 

)()(پيوسته از راست گوييم هرگاه  xدر نقطه  را fتابع  : پيوستگي چپ و راست xfxf  و پيوسته از چپ گوييم هرگاه +=
)()( xfxf =−. 
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